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ПРЕДИСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА 


Значение «Начал» Евклида трудно переоценить. В те- 
чение двух тысячелетий люди изучали геометрию по «На- 
чалам» Евклида. Все систематические школьные курсы 
геометрии, непосредственно или через промежуточные звенья, 
испытывают на себе влияние «Начал». Их перевод на 
русский язык является поэтому не только данью класси- 
ческому произведению древности, но и событием, весьма 
важным для преподавания геометрии в школе. 

Перевод «Начал» Евклида сделан мной с греческого 
текста издания Гейберга. Я старался быть как можно ближе 
к греческому тексту, порой даже в ущерб гладкости изло- 
жения. Так же, как Петрушевский, Энриквес и Хизс, я даю 
риторического Евклида, решительно отказываясь переклады- 
вать что-либо из «Начал» на современную алгебраическую 
символику, как это делают другие переводчики, в том 
числе и Гейберг. Такая символика тесно связана с идеями, 
совершенно чуждыми Евклиду. 

Мой перевод предназначается не только для учителя, 
который мог бы удовлетвориться вольным переводом вроде 
перевода Ващенко-Захарченко, но и для лиц, ведущих ра- 
боту по истории математики, заинтересованных в получении 
неискажённого Евклида. 

При переводе даны комментарии *); большая часть мате- 
риала этих комментариев взята из моего архива, накоплен- 


*) В связи с изданием «Начал» Евклида на русском языке Из- 
дательство одновременно публикует ряд статей (М. Я. Выгодского, 
А. И. Маркушевича и др.), посвящённых «Началам»>. Эти статьи, 
помещенные в первом выпуске «Историко-математических иссле- 
дований> (Гостехиздат, 1948), помогут желающим более глубоко изу- 
чить творение Евклида. 
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ного в моей многолетней историко-математической работе. 

Многое является результатом собственных размышлений, 

часть взята преимущественно из старинных комментариев, 

о которых я буду упоминать в своих примечаниях. 

В новейших болышних изданиях «Начал», осуществлён- 
ных Энриквесом и Хизсом, я нашёл мало материала, кото- 
рый мог бы быть мной использован. Характер комментариев 
Хизса совершенно другой: Хизс большой знаток истории 
текста, но не глубокий знаток старинных комментариев 
и учебников. 

Между тем, главное содержание моих комментариев 
состоит в описании различных евклидовых положений в эво- 
люционирующем в продолжение 400 лет геометрическом 
учебнике. Можно сказать, что я задаюсь целью дать «На- 
чала» Евклида сначала такими, какими они были в прошлом, 
т. е. в их первоначальной форме, а затем такими, каки- 
ми они становятся в процессе эволюции математической 
мысли, превращаясь постепенно в школьный учебник 
геометрии. 

Конечно, я рассчитываю дать не только 6 первых книг, 
но все 15 книг, т.е. все «Начала» полностью, причём так- 
же с комментариями, относя арифметические книги и книгу 
Х ко второму тому, а стереометрические книги к третьему. 

На русском языке мы в прошедшем имели следующие 
переводы: 

1739. Сатаров. Евклидовы элементы геометрии, сокра- 
щённые проф. А. Фархварсоном, пер. с латинского. 
Спб. , 

1769. Курганов. Евклидовы элементы геометрии, пер. 
с французского. Спб. 

1784. Пр. Суворов и Вас. Никитин. Евклидовы сти- 
хии, пер. с греческого. Спб. 

1819. Нетрушевский. Евклидовых Начал восемь книг, 
пер. с греческого. Спб. 

1835. Его же. Евклидовых Начал три книги: седьмая, 
осьмая и девятая, содержащие общую теорию чисел 
древних геометров, пер. с греческого. 

1880. Ващенко - Захарченко. Начала Евклида с пояс- 
нительным введением и толкованием. Киев. 
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Ващенко-Захарченко не указывает, сделан ли им пере- 
вод с греческого или латинского языка. Перевод его очень 
вэльный и местами неправильный. Есть основание предпо- 
лагать, что он сделан с латинского издания Р. Симсона, до- 
вольно свободно обращавшегося с текстом Евклида; отсюда 
и взяты большей частью его комментарии, которые пополнены 
замечаниями переводчика, в общем довольно поверхностными. 
Нельзя, однако, отрицать, что издание это, несмотря на 
свои недостатки, оказалось очень полезным. 

Свой перевод я делал, не имея под рукой перевода 
Петрушевского, написанного языком ХУШ в. и, конечно, 
в настоящее время совершенно неприемлемого. Но озна- 
комление с ним уже по выполнении перзвода убедило меня 
в том, что этот перевод очень хороший; хотя местами по- 
нимание Петрушевским текста не согласуется с моим, но 
мне кажется, что ему нельзя отказать в хорошем понима- 
нии «Начал». 

При чтении текста «Начал» нужно иметь в виду сле- 
дующие обозначения. 

Числа в круглых скобках ( } указывают номер соэтват- 
ствующего комментария; кроме того, в круглых же ско ках 
даются ссылки на нужное предложение «Начал», на кото- 
рое опирается доказательство в рассматривазмом месте 
[напр.: «(предложение 11 книги Г)» или просто «(предло- 
жение 11)», когда даётся ссылка на предложение той же 
самой книги]; нужно иметь в виду, что соответствующие 
ссылки сделаны Гейбергом и в самом тексте Евклида не 
содержатся. В тексте Гейберга чертежи не нумерованы. 
Нумерация их дана нами. 

В квадратных скобках | ] помешены слова, принадлеж- 
ность которых Евклиду Гейберг считает сомнительной, но 
не настолько, чтобы прямо исключить их из издаваемого 
текста. 

В угловатых скобках < > помещены добавления перевод- 
чика, необходимые для понимания иногда слишком сжатого 
текста Евклида. 

В кавычках ‹ » помещены термины, представляющие 
буквальный перевод специфической научной терминологии 
Евклида во избежание недоразумений; например, прямая 
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«из центра», — это выражение стоит там, где мы просто 
сказали бы «радиус»; поскольку Евклид последнего тер- 
мина не употребляет, то приходится его термин ставить 
в кавычки, чтобы читатель не подумал, что здесь идёт дело 
вообще о какой-то проходящей через центр прямой. 

Звёздочкой *) или цифрой, например \), *) ит. д., 
обозначаются ссылки на подстрочные примечания. 

Я надеюсь, что мои комментарии дадут толчок как 
историко-математической, так и методической работе над 
«Началами» Евклида; дальнейшие иссяедователи возможно 
вскроют и мои ошибки, за указание которых я буду весьма 
признателен. 

Приношу свою благодарность проф. Марку Яковлевичу 
Выгодскому за ряд ценных указаний и советов, использо- 
ванных мною, и за любезную помошь в пользовании мало- 
доступными источниками. 

Приношу свою благодарность также проф. Ивану Ни- 
колаевичу Веселовскому, затратившему совместно с проф- 
М. Я. Выгодским большой труд на редактирование пере- 
вода «Начал» Евклида и комментариев, в процессе которого 
был исправлен ряд дефектов. 
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книги 
5® [-У[] в9 


КНИГА ПЕРВАЯ 
Го Ге Ге Ге Ге Ге Ге Го Ге Га Гого Го Го Гота Ге Готегега ге 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ (1) 


Точка (2) есть то, что не имеет частей *). 
Линия ( 
Концы же линии — точки. 

. Прямая (4) линия есть та, которая равно располо- 
жена по отношению к точкам на ней. 

5. Поверхность (5) есть то, что имеет только длину 
и ширину. 

6. Концы же поверхности — линии. 

7. Плоская поверхность (6) есть та, которая равно 
расположена по отношению к прямым на ней. 

8. Плоский же угол (7) есть наклонение друг к другу 
двух линий **), в плоскости встречающихся ***) друг с дру- 
гом, но не расположенных по «одной» прямой. 

9. Когда же линии, содержащие угол, прямые, то угол 
называется прямолинейным. 

10. Когда же прямая, восстановленная на ‹другой> 
прямой, образует рядом углы ****), равные между собой, то 


ро - 


*) Точка у Евклида стреюу. Аристотель чаще пользуется сло- 
ВОМ 01-11, чем стыетоу, в противоположность Платону. Этим двум 
греческим терминам соответствуют латинские з1пит и рипсит, 
причём второй термин более распространен. 

**) Евклидово хе (склонение, наклон) Марцианом Капеллой 
(\ в. н. э.) переводится словом шасНпаНо — наклонение. 

*+**) У Евклида «касающихся» (аптонёуфу). 
****) Вместо евклидовых а{ 29:6 уюуол Герон употребляет тер- 
МИН дуихееуаи — лежащие напротив друг друга. В русской ли- 
тературе установился термин «смежные углы». 
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каждый иЗ равных углов есть прямой, а восставленная пря- 
мая называется перпендикуляром *) к той, на которой она 
восставлена (8). 

11. Тупой угол — больший прямого (9). 

12. Острый же — меньший прямого. 

13. Граница **) есть то, что является оконечностью 
чего-либо (10). 

14. Фигура (11) ***) есть то, что содержится внутри ка- 
кой-нибудь или каких-нибудь границ. 

15. Круг (12) есть плоская фигура, содержащаяся внутри 
одной линии [которая называется окружностью ****)], на ко- 
торую все из одной точки внутри фигуры падающие [на ок- 
ружность круга] прямые равны между собой (13). 

16. Центром же круга называется эта точка (14). 

17. Диаметр же круга есть какая угодно прямая, про- 
ведёниая через центр и ограничиваемая с обеих сторон ок- 
ружностью круга, она же и рассекает круг пополам. 

18. Полукруг же есть фигура, содержащаяся между 
диаметром и отсекаемой им «частью» окружности. Центр 
же полукруга — то же самое, что и у круга. 

19. Прямолинейные (15) фигуры суть те, которые со- 
держатся между прямыми, трёхсторонние *****) — между 
тремя, четырёхсторонние же — четырьмя, многосторонние 
же — которые содержатся между более чем четырьмя пря- 
МЫМИ. 


*) У Евклида «отвесная> (ха8етос — без члена). Латинский тер- 
мин регрепа!си]аг1з есть буквальный перевод этого слова; от него 
произош$л и наш обычный термин — перпендикуляр. 

**) У Евклида говорится: <броб ёву, 0 ‘\удс &911 пёраб». Слово 
026‹ — граница, пограничный камень, и пё2ас — край, оконечность, 
не соответствуют математическому термину «предел». 

Слово 069 употребляется и в смысле определения (аеНи о) 
и в смысле границы (егптпиз). Для греков определить какой-ни- 
будь объект — значило отграничить его от других. - 

*“=) Греческому слову с)]ья отвечают два латинских Нвига 
и Югша. 

** 5%) Термин «окружность»? (пернрёреа, — буквально ‹обвод>) Евклид 
употребляет и в смысле дуги и в смысле целой окружности. 
**::*1) У Евклида трих)\вора. Переводить словом «треугольный» 
нельзя; для этого имеется специальный термин тр юуоу, который 
Евклид и употребляет ниже без особого определения. 
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20. Из трёхсторонних фигур равносторонний треуголь- 
ник *) есть фигура, имеющая три равные стороны, равно- 
бедренный же — имеющая только две равные стороны, раз- 
носторонний **) же — имеющая три неравные стороны. 

21. Кроме того, из трёхсторонних фигур прямоугольный 
треугольник есть имеющий прямой угол, тупоугольный 
же — имеющий тупой угол, а остроугольный — имеющий 
три острых угла. 

22. Из четырёхсторонних фигур квадрат ***) есть та, ко- 
торая и равносторонняя и прямоугольная, разносторонник ****) 
же — прямоугольная, но не равносторонняя, ромб — равно- 
сторонняя, но не прямоугольная, ромбоид (параллело- 
грамм) — имеющая противоположные стороны и углы, равные 
между собой, но не являющаяся ни равносторонней ни 
прямоугольной. 


*) У Евклида {6бт)зороу то юуоу — буквально «равносторонняя 
треугольная» (подразумевается «фигура»). Здесь и всюду мы бу- 
дем переводить просто «треугольник». 

**) У Евклида сха)тубв. На русском языке нет подходящего 
термина: косой или косоугольный обозначает нечто совсем другое. 
Специальное название для разностороннего треугольника показы- 
вает, что этот термин установился в конце исторического разви- 
тия понятия о треугольнике: первоначально рассматривались лишь 
правильные треугольники, потом появились равнобедренные и, 
наконец (возможно в эпоху Евктида), разносторонние, получив- 
щие даже особое название. В современной школе при господстве 
убеждения о необходимости перехода от общего к частному 
в специальном термине для разностороннего треугольника нет 
надобности. 

*++*) У Евклида тетрбуюусу, т. е. просто «четыреугольник». Ясно, 
что первым четыреугольником, с которым познакомилась геомет- 
рия, был квадрат. 

*+**) У Евклида зтерормхес — наш прямоугольник в общем смысле. 
Этот термин встречается у Аристотеля. Интересно, что у Евклида 
з «Началах» ни этого термина, ни других («ромб», «ромбоид») 
более уже не встречается. Свойства ромба вообще не изучаются; 
вместо «ромбоида» же он пользуется термином «параллело- 
грамм» — буквально «параллельнолинейная» (подразумевается фи- 
гура). Прямоугольникч рассматриваются во 2-й и следующих кни- 
Рах и называются «прямоугольными параллелограммами». У Ар- 


химеда параллелограмм употребляется в смысле нашего прямо- 
угольника. 
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Остальные же четырёхсторонники будем называть тра- 
пециями *) (16). 

23. Параллельные **) суть прямые, которые, находясь 
в одной плоскости и будучи продолжены в обе стороны 
неограниченно ***), ни с той ни с другой «стороны» между 
собой не встречаются ****) (17). 


ПОСТУЛАТЫ *****) (18) 


Д пустим: 

1. Что от всякой точки до всякой точки «можно» про- 
вести прямую линию. 

2. И что ограниченную прямую «можно» непрерывно 
продолжать по прямой******) (19). 

3. И что из всякого центра и всяким раствором (20) 
«может быть» описан круг (21). 

4. (Акс. 10.) И что все прямые углы равны между 
собой (22). 


*) Трапеция (тоапёбюу — буквально «столик>) здесь понимается 
в смысле четыреугольника общей формы. Герон различает трамёия 
(наши трапеции) и <рате(оз0 (трапецовидные) — трапеции в смы- 
сле последнего определения Евклида. Интересно, что у Гиппо- 
крата Хиосского употребляются трапеции и притом именно в на- 
шем смысле слова. Возможно, что всё определение 22 в конеч- 
ном счёте восходит к первому учебнику геометрии — гиппокра- 
товым «Элементам», откуда они и были заимствованы Евкли- 
дом непосредственно или через промежуточные обработки «Эле- 
ментов». 
*#) паоя\\лАок — в6етаи паров Пава т. е. прямые, про- 
ведлённые друг подле друга. 
*#1) Ед апесоу — буквально ‹в неопределённость>. Греки избе- 
гали нашего понятия «бесконечность». - 
##*) сорлижторс 26 — совпадают, сталкиваются, встречают- 
ся друг с другом, но ни в коем случае не пересекаются. 
*+#+*) У Евклида а1иоло — требования, соответственно этому 
Боэций говорит о «реНЧо> и «рози1аа>. 
#+##**:) У Евклида еп’ г04=1 — почти что в смысле наречия. 
Петрушевский образно переводит это одним словом «впрямь», 
которое в современном языке, к сожалению, получило другой 
смысл. 
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5. (Акс. 11.) И если прямая, падающая на две прямые, 
образует внутренние и по одну сторону углы, меньшие двух 
прямых *), то продолженные эти две прямые неограниченно: 
встретятся с той стороны, где углы меныцие двух пря- 
мых (253). 


ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ (24) 
(Аксиомы) 


1. Равные одному и тому же равны и между собой. 

2. И если к равным прибавляются равные, то и целые **). 
будут равны. 

3. И если от равных отнимаются равные, то остатки 
будут равны. 

[4. И если к неравным прибавляются равные, то целые 
будут не равны. 

5. И удвоенные одного и того же равны между собой. 

6. И половины одногс и того же равны между собой] (25). 

7. И совмещающиеся друг с другом равны между со- 
бой (26). | 

8. И целое больше части (27). 

[9. И две прямые не содержат пространства (28).] 


Предложение 1 (29, 39) 


На данной ограниченной прямой построить равносто- 


ронний треугольник. 
Пусть данная ограниченная ***) ирямая будет АВ 


(черт. 1). 
Требуется вот на прямой АБ построить равносторонний 


треугольник. 


*) Мы сказали бы «углы в сумме меньшие двух прямых».. 
Здесь и в дальнейшем мы сохраняем евклидов способ изложения. 
**) У Евклида т& бла, что вполне точно переводится «целые», 
а не «суммы»; Евклид не мыслит сложения величин и получае. 
мых после сложения сумм. 
*+*) псперасыут — лучше сказать «ограниченная», чем «конечная>.. 
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Из центра А раствором АВ опишем круг ВСО (постулат 3), 

и далее из центра В раствором ВА опишем круг АСЕ 
(постулат 3); и из точ- 

ки С, в которой круги 


С 
пересекают друг дру- 
га, проведём к точкам 
А и В соединяющие 
р Е 


прямые СА, СВ (посту- 
лат 1)*). 

И поскольку точка 
А есть центр круга 
СОВ, то АС равна АВ 
Черт. 1. (определение 15); далее, 
` поскольку точка В — 
центр круга САЁ, то ВС равна ВА (определение 15). Но 
уже было показано, чта и СА равна АВ: значит, каждая из 
СА, СВ равна АВ. Но равные одному и тому же равны и 

между собой (аксиома 1); значит, и СА равна СВ. 
Значит, три прямые СА, АВ, ВС равны между собой. 
Значит, треугольник АВС равносторонний (определе- 
ние 20) и построен на данной ограниченной прямой АВ 
[значит, на данной ограниченной прямой построен равно- 
сторонний треугольник], что и требовалось сделать (31, 32). 


Предложение 2 


От данной точки отложить прямую, равную дан- 
ной прямой. 

Пусть данная точка будет А, заданная же прямая ВС; 
требуется вот от точки А отложить прямую, равную дан- 
ной прямой ВС (черт. 2). 


*) У Евклида @мо 05 Г` влрЕ!об0... п 1& А, В отита, ёкеб=бдосау 
гол и ГА, ГВ — буквально «от точки С... к точкам А, В пусть 
‘будут соединены (несуществующее на русском языке повелитель- 
ное наклонение страдательного залога) прямые СА, СВ». Этот 
оборот нельзя сохранить в русском переводе, где «соединяются» 
точки, а не прямые, но, с другой стороны, необходимо оттенить 
различие между «проведём»> прямую (7/3) и ‹соединим> (пе 53%). 
В дальнейшем у Евклида большей частью употребляется сокра- 
шённый оборот ётебёдудосау & ГА, ГВ — уже без упоминания 
© прямых). 
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Проведём от точки А к точке В соединяющую прямую 
АВ и построим на ней равносторонний треугольник ДАВ 
(предложение 1); по прямым ДА и ОВ продолжим пря- 
мые АБ, БЕ, из центра В 
раствором ВС опишем круг 
СОН (постулат 3) и далее из 
центра Л раствором ДОН 
опишем круг НКЁ (посту- 
лат 3). 

Поскольку теперь точка 
В— центр круга СНОС, то ВС 
равна ВН (определение 15). 
Далее, поскольку точка О — 
центр круга НКЁ, то РЁ 
равна ДН (определениб 15), 
а у них ДА равна ОВ. Значит, 
остаток АЁ равен остатку ВН Черт. 2. 

(аксиома 3). Но уже доказано, 

что и ВС равчо ВН; значит, каждая из прямых АЁ и ВС 
равна ВН. Но равные одному и тому же равны и между 
собой (аксиома 1); зна- 
— чит, и АД равна ВС. 

Значит, от ланной 
точки А отложена пря- 
мая АЁ, разная задан- 
ной ВС, что и требо- 
валось сделать. 


Предложение 3 


Из двух заданных 
неравных прямых от 
у большей отнять пря- 
мую, равную меньшей. 

Пусть данные две 
неравные прямые бу- 
дут АВ и С, из них большая, пусть будет АВ; вот тре- 
буется от большей АВ отнять прямую, равную меньшей 
С (черт. 3). | 


2 Евклид 


Черт. 3. 
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От точки А отложим АД, равную прямой С (предло- 
жение 2); и из центра А раствором АР опишем круг ДЕР 
(постулат 3). 

И поскольку точка А — центр круга ДЕР, то АЕ равна 
АД; но и С равна АД; значит, каждая из АЁ и С равна 
АР; так что АЕ равна С (аксиома 1). 

Значит, из двух заданных неравных прямых АВи С 
от большей АВ отнята АБ, равная меньшей С; это и тре- 
бовалось сделать (33). 


Предложение 4 


Если два треугольника имеют по две стороны, рав- 
ные каждая каждой, и по равному углу, содержащемуся 
между равными прямыми, то они будут иметь и осно- 
вание, равное основанию, и один треугольник будет равен 
другому, и остальные углы, стягиваемые равными сторо- 
нами, будут равны остальным углам каждый каждому. 

Пусть АВС, ЕЕ будут два треугольника, имеющих 
две стороны АВ и АС равными двум сторонам ДЕ и ОЕ 
каждая каждой, а именно, АВ равной ОЕ, а АС равной 
ОЕ и угол ВАС равным ЕОР (черт. 4). Я утверждаю, 


И р 


6 г Е р 


Черт. 4. 


что и основание ВС будет равно основанию ЕР, и треуголь- 
ник АВС будет равен ° треугольнику ОЕЁЕ, и остальные 
углы, стягиваемые равными сторонами, будут равны осталь- 
ным углам каждый каждому, а именно, угол АВС углу 
РЕР и угол АСВ углу ОРЕ. Действительно, если треуголь- 
ник АВС совмещается с треугольником ДЕР и кладутся 
точка А на точку 0), а прямая АВ на ОЕ, то и точка В сов- 
местится с Е вследствие того, что АВ равна ОЕ: а так 
как АВ совместилась с ДЕ, то и прямая АС совместится 
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с ОЕ вследствие того, что угол ВАС равен ЕДЕ; так что 
и точка С совместится с точкой Р вследствие того, что АС 
тоже равно ДР. 

Но В уже совместилась с Е; так что и основание ВС 
совместится с основанием ЕР. Действительно, если при 
совмещении точки В с ЁБ, а Сс Е основание ВС ин? сов- 
местилось бы с ЕР, то две прямые будут содержать про- 
странство (аксиома 9), что невозможно. 

Значит, основание ВС совместится с ЕР и будет ему 
равно; так что и весь треугольник АВС совместится со всем 
треугольником ОЁЕЁР и будет ему равен, и остальные углы 
совместятся с остальными и будут им равны, а именно, 
угол АВС углу ОЕЁ и угол АСВ углу ОРЕ. 

Значит, если два треугольника имеют по две стороны 
равными каждая каждой и по равному углу, содержаще- 
муся между равными прямыми, то они будут иметь и 0с- 
нозание, равное основанию, и один треугольник будет равен 
другому, и остальные углы, стягиваемые разными сторонами, 
будут равны остальным углам каждый каждому, что и тре- 
бовалось доказать (34). 


Предложение 5 


У равнобедренных треугольников углы при основании 
равны между собой, и по продолжении равных прямых 
углы под основанием будут равны между собой *). 

Пусть АВС будет равнобедренный треугольник, име- 
ющий сторону АВ, равную стороне АС (черт. 5), и пусть 
по прямым АВ, АС будут продолжены прямые ВО, СЕ 
(постулат 2). 

Я утверждаю, что угол АВС равен углу АСВ, а угол 
СВО углу ВСЕ. 

Действительно, на ВО возьмём произвольную точку 
Е, от ббльшей АЕ отнимем АН, равную меньшей АР 
(предложение 3), и соединим прямыми РС и НВ. 


*) Свойство равнобедренного треугольника, доказываемое 
в предложении 5, по свидетельству Прокла, обнаружил ещё Фалес. 


2* 
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Поскольку телерь АР равна АН, а АВ равна АС, то 
вот две <прямые» РА, АС равны двум НА, АВ каждая 
каждой; и они содержат общий угол РАН; значит, . осно- 
вание ЕС равно основанию НВ и треугольник АРС будет 
равен треугольнику АНВ и остальные углы, стягиваемые 
равными сторонами, будут равны 
остальным углам каждый каждо- 
му, а именно, угол АСЕ углу 
АВН, а угол АРС углу АНВ 
(предложение 4). 

И поскольку вся АР равна 
всей АЛ, иу них АВ равна АС, 
то, значит, и остаток ВР равен ос- 
татку СН (аксиома 3). Но доказа- 
но, что и РС равна НВ; вот две 
прямые ВЕ, ЕС равны двум пря- 
мым СН и НВ каждая каждой; и 
угол ВЕС равен углу СНВ, и 

Черт. 5. основание у них общее ` ВС. Зна- 
чит, и треугольник ВЕС равен 
треугольнику СНВ, и остальные углы, стягиваемые равны- 
ми сторонами, равны каждый каждому (предложение 4); зна- 
чит, угол РВС равен углу НСВ, а угол ВСЕ углу СВН. 
Поскольку теперь доказано, что весь угол АВН равен 
всему углу АСЁ, и у них СВН равен ВСЕ, то следова- 
тельно, и остаток АВС равен остатку АСВ (аксиома 3) и 
они находятся при основании треугольника АВС. Доказа- 
но же, что и угол РВС равен НСВ, и оба они под 
основанием. 

Значит, у равнобедренных треугольников углы при 
основании равны между собой и по продолжении равных 
прямых углы под основанием будут равны между бобой. 
Это и требовалось доказать (35, 36, 37). 


д 


Предложение 6 


Если в треугольнике два угла равны между собой, 
то будут равны между собой и стороны, стягивающие 
равные углы. 
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Пусть АВС будет треугольник, имеющий угол АВС, 
равный углу АСВ; я утверждаю, что и сторона АВ равна 
стороне ДС (черт. 6). 

Действительно, если <сторона» АВ не равна АС, то одна 
из них больше другой. Пусть будет больше АВ; от боль- 
шей АВ отнимем ДВ, рав- 
ную меньшей АС, и соеди- Я 
ним ОС. 

Поскольку теперь ОВ р 
‘равна АС, а ВС общая, и 
вот две «прямые» ДВ, ВС 
равны двум АС, СВ каждая 
каждой, и угол ОВС равен 
углу АСВ; значит, основание 
ОС равно основанию АВ, и 
треугольник ОВС будет ра- 
вен треугольнику АСВ (прел- 
ложение 4), меньший боль- Черт. 6. 
шему, что нелепо (аксиома 8). 

Значит, АВ не будет не равной АС; значит, она ей равна. 
о Значит, если в треугольнике два угла равны между 
собой, то будут равны между собой и стороны, стягиваю- 
щие равные углы, что и требовалось доказать (38). 


Предложение 7 


. На одной и той же прямой нельзя построить двух 
прямых, равных каждая каждой двум другим прямым 
и «сходящихся» одни в одной точке, другие в дру- 
гой, так, чтобы эти прямые находились бы по одну 
сторону и имели бы одни и те же концы с первоначаль- 
ными прямыми. 

Действительно, если возможно, пусть на одной и той 
же прямой АВ будут построены две прямые АД и ДВ, 
равные каждая каждой двум другим прямым АС и СВ, 
сходящиеся олни в одной точке С, другие в другой О, 
находящиеся по одну сторону и имеющие одни и те же 
концы, так что СА равнялось бы ДА, имеющей с ней тот 
же конец А, а СВ равнялось бы ОВ, имеющей с ней тот 
же конец В; соединим СД. 
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Поскольку теперь АС равна АД, и угол АСО равен 
углу АДС (предложение 5), значат, угол АДС больше 
угла СВ; значит, и подавно угол СОВ болыше угла ОСВ. 


С 
р 


Черт. 7. 


Далее, поскольку СВ рав- 
на ДВ, и угол СЬВ ра- 
вен углу ОСВ. Но дока- 
зано, что он и подавно 
больше его; это же не- 
возможно. 

Значит, на одной и 
той же прямой нельзя по- 
строить двух прямых, рав- 
ных каждая каждой двум 
другим прямым и схо- 


дящихся одни в одной точке, другие в другой, так, чтобы 
эти прямые находились бы по одну сторону и имели бы 
одни и те же концы с первоначальными прямыми, что и 


требовалось доказать. 


Предложение 8 


Если два треугольника имеют две стороны, равные 
каждая каждой двум сторонам, имеют также и основа- 


7. 


71) Сс ЕЁ 
Черт. 8. 


р 
И 


7 


ние, равное основанию, то они будут иметь и угол 
равный углу, заключённому между равными прямыми. 
Пусть АВС и ДЕР будут два треугольника, имеющих 
две стороны АВ, АС, равные каждая каждой двум сторо- 
нам ОЕ, ОР, именно, АВ, равную ДЕ, и АС, равную ОР; 
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пусть они имеют также и овнование ВС, равное основа- 
нию ЕР; Я утверждаю, что и угол ВАС будет равен углу 
ЕБРЕ. 

Действительно, когда треугольник АВС налагается на 
треугольник ДЕР и помещаются точка В на точку Е и 
прямая ВС на прямую ЕР, то и точка С совместится с Р 
вследствие того, что ВС равна ЕР; когда же вот ВС 
совместилась с ЕР, то совместятся и ВА и СА с ЕР 
и ОЕ. 

Действительно, если основание ВС совместится с осно- 
ванием ЕЁ, а стороны ВА и АС ие совместятся с ЕВ 
и ОЁ, но уклонятся в сторону, как, например, ЕН и НЕ, 
то на ‘одной и той же прямой будут построены другие 
две прямые, равные этим двум прямым каждая каждой, 
< сходящиеся > одни в одной точке, другие в другой 
точке, находящиеся по одну сторону и имеющие те же 
КОНЦЫ. 

Но они не могут быть построены (предложение 7); 
значит, при совмещении основания ВС с основанием ЕЁ 
будут совмещаться и стороны ВА, АС со сторонами ЕР 
и ОР. Значит, они совмещаются; так что и угол ВАС совме- 
стится с углом ЕДЕ и будет ему равен. 

Значит, если два треугольника име- 
ют две стороны, равные каждая каж- 
дой двум сторонам, и основание, рав- 
ное основанию, то они будут иметь и 
угол, равный углу, заключённому меж- 
ду равными прямыми, что и требова- 
лось доказать (39). 


д 


Предложение 9 р Е 


Данный прямолинейный угол рас- 
сечь пополам. 

Пусть данный прямолинейный угол р Е С 
будет ВАС; требуется рассечь его 
пополам. 

Возьмём на АВ произвольную точку ДО, от АС (черт. 9) 
отнимем АЁ, равную АД, соединим ОЕ, построим на ДЕ 
равносторонний треугольник ДЕЁЕ (предложение 1) и со‹- 


Черт. 9. 
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диним АГ; я утверждаю, что угол ВАС делится пополам 
ярямой АР. 

Действительно, поскольку АД равно АБ, АЕ же общая, 
зот две < стороны > ДА, АЁ равны двум ЕА, АР кажлая 
каждой. И основание ОР равно основанию ЕР; значит, 
угол ДАР равен углу БАР (предложение 8). 

Значит, данный прямолинейный угол ВАС рассечён 
мополам прямой АР, что и требовалось сделать (40, 41). 


Предложение 10 


Данную ограниченную *) прямую рассечь пополам. 
Пусть данная ограниченная прямая будет АВ; тре- 
бузтся ограниченную прямую АВ рассечь пополам (черт. 10). 
С Построим на ней равносто- 
ронний треугольник АВС (пред- 
ложение 1) и рассечём угол 
АСВ пополам прямой СО (пред- 
ложение 9); я утверждаю, что 
прямая АВ рассекается попо- 

лам в точке О. 


Действительно,’ поскольку 

С .. АС равно СВ, а СО общая, 
2 вот две стороны АС и СО 

Черт. 10. равны двум сторонам ВС и СО 


каждая каждой; и угол АСО 
равен углу ВСО; значит и основание АД равно основанию 
ВР (предложение 4). 
Значит, данная ограниченная прямая АВ рассечена в 
точке Д пополам, что и требовалось сделать (42). 


Предложение 11 


К да’ной прямой из заданной на ней точки провести 
прямую поЭд прямыми углами **). 


+) т:п:24свёут— лучше сказать «ограниченная», чем «конечная». 

**) Слова, отвечающего перпендикуляру, у Евклида нет. 

В предложении 11| он говорит: 100$ 06%5 уюуас — под пря- 
мыми углами, а в 12-м хддетоу з0феау — отвесную прямую. 
Из послзднего термина произошёл и наш «катет». 
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Пусть данная прямая будет АВ, а заданная на ней 
точка С. Требуется вот из точки С к прямой АВ провести 
прямую под прямыми углами (черт. 11). 

Возьмём на АС произвольную точку О, отложим СЁ, 
равную СР (предложение 3), построим на ОЕ равносто- 
ронний треугольник РОБ 
(предложение 1) и соединим я 
ЕС. Я утверждаю, что к 
данной прямой АВ из задан- 
ной на ней точки С под пря- 
мыми углами проведена пря- 
мая РС. 

Действительно, посколь- 
ку ОС равна СЁ, а СР об- 

я, вот две «стороны» ОС, Ра у Е В 
равны двум ЕС и СР, 

каждая каждой: и основа- Черт. 11. 

ние ОР равно основанию РЁ; 

‘значит, угол ОСР равен ЕСЁ (предложение 8) и они 

смежны. 

Если же прямая, восставленная на прямой, образует 
смежные равные между собой углы, то каждый из равных 
углов будет прямым (определение 10); значит, каждый из 
углов ОСЕР и РЕСЁЕ прямой. 

Значит, к данной ‘прямой АВ из заданной на ней точки 
С под прямыми углами проведена прямая РС, что и тре- 
бовалось сделать (43, 44, 45). 


Предложение 12 


К данной неограниченной прямой из заданной точки, 
на ней не находящейся, провести перпендикулярную пря- 
мую линию *). 

Пусть данная неограниченная прямая есть АВ, а дан- 
ная не нахолящаяся на ней точка С. Вот требуется к дан- 
ной неограниченной прямой АВ из данной не находящейся 


+) Данное в этом предложении решение задачи приписывается 
Проклом Энопиду Хиосскому (геометр \У века до н. э.). 
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на ней точки С провести перпендикулярную прямую линию 
(черт. 12). 

Возьмём по другую сторону прямой АВ какую-нибудь 
точку О, из центра С раствором' СР опишем круг ЕРН 
(постулат 3); прямую ЕН рассечём пополам в точке С 

Е (предложенхе 10) и со- 
единим СН, СЦ, СЕ 
(постулат 1). 

Я утверждаю, что 
к данной неограничен- 
ной прямой АВ из дан- 
Ной не находящейся на 
ней точки С проведена 
перпендикулярная пря- 
мая СО. 

о Действительно, по- 

Черт. 12. скольку НС равно СЁ, 

а ОС — общая сторо- 

на, вот две стороны НО, СС равны двум ЕС и СС каж- 

дая каждой; и основание СН равно основанию СЕ 

{определение 15); значит, и угол СОН будет равен углу 
ЕСС (предложение 8), и они смежные. 

Если же прямая, восставленная на прямой, образует 
равные между собой смежные углы, то каждый из равных 
углов прямой, и восставленная прямая называется пер- 
пендикулярной к той, на которой она восставлена (опре- 
деление 10). 

Значит, к данной неограниченной прямой АВ из задан- 
ной на ней не находящейся точки С проведена перпенли- 
кулярная прямая СС; это и следовало сделать. 


Предложение 13 


Если прямая, восставленная на прямой, образует 
угль, то она будет образовывать или Пва прямых ‘или 
< вместе > равные двум прямым *). 


*) У Евклида доу 62а 1996. Было бы очень вольно пере- 
вести «в сумме двум прямым>. Мы переводим «вместе», чтобы 
избежать возможного недоразумения, что каждый из углов прямой. 
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Пусть какая-нибудь прямая АВ, восставленная на пря- 
мой СО, образует углы СВА*) и АВД. Я утверждаю, 
что углы СВА и АВШ или прямые или < вместе » равны 
двум прямым (черт. 13). 

Теперь, если СВА равен АВО, то они суть два пря- 
мых. Если же нет, то проведём из точки В под прямыми 
углами [к прямой] СР прямую 
ВЕ; значит, углы СВЕ, ЕВО — Е 7’, 
два прямых; и поскольку СВЕ | 
равен двум СВА, АВЕ, то при- 
бавим общий угол ЕВДО; зна- 
чит, углы СВЕ, ЕВО равны 


трём углам СВА, АВЕ, ЕВО.` р @ 
Далее, поскольку ОВА равен 6 | 
двум ОВЕ, ЕВА, то прибавим . Черт. 13. 


общий АВС; значит, углы ДВА, 
АВС равны трём ОВЕ, ЕВА, АВС (аксиома 2). Но 
и углы СВЕ, ЕВШО оказались равными тем же самым 
трём; равные же одному и тому же равны и между собой; 
и значит, углы СВЕ, ЕВО равны ДВА, АВС; но СВЕ, ЕВ 
. суть два прямых; и значит, ДВА, АВС < вместе » равны 
двум прямым. 
Значит, если прямая, восставленная на прямой, обра- 
зует углы, то она будет образовывать или два прямых 
или < вместе > равные двум прямым, что и требовалось 
доказать (46). 


Предложение 14 


Если с некоторой прямой в какой-нибудь её тоцке 
две прямые, расположенные не по одну и ту же сторону, 
образуют смежные углы, равные < вместе» двум пря- 
мым, то эти прямые по отношению друг к другу будут 
по одной прямой **). 

Действительно, пусть с некоторой прямой АВ в какой- 
нибудь её точке В две прямые ВС, ВО, расположенные 


*) У Евклида угол обозначается не просто ГВА, но 9кё 
ГВА — под ГВА, т. е. угол, образованный прямыми ГВ и ВА. 
**).У Евклида ёп’ =09е96 2воутои &АМДАое ай =9фетаи, — прямые 
будут между собой «по прямой». 


28 НАЧАЛА ЕВКЛИДА 


не по одну и ту же сторону, образуют смежные углы 
АВС, АВШ, равные < вместе» двум прямым; я утвер- 
ждаю, что ВО будет по одной прямой с ВС. 
Действительно, если ВО не будет по одной прямой 
с ВС, то пусть по прямой с ВС будет ВЕ. 
Поскольку теперь прямая АВ восставлена на прямой 
СВЕ, то, следовательно, углы АВС, АВЕ равны двум пря- 
мым (предложение 13); но и углы 
р. Е АВС, АВО равны двум прямым; 
м значит, углы СВА, АВЕ равны 
углам СВА, АВР. Отнимем общий 
угот СБА; значит, оставшийся угол 
АВЕ равен оставшемуся АБО, 


С р меньший большему; это же невоз- 
Г.) 

можно. Значит, ВЕ не будет по 

Черт. 14. прямой с ВС. Подобным вот об- 


разом докажем, что < не будет» 
и никакая другая, кроме ВО; значит, СВ будет по пря- 
мой с ВО. 

Значит, если с некоторой прямой в какой-нибуль её точке 
две прямые, расположенные не по одну и ту же сторону, 
образуют смежные углы, равные < вместе > двум прямым, 
то эти прямые по отношению друг к другу будут по од- 
ной прямой, что и требовалось доказать (47). 


Предложение 15 


Если две прямые пересекаются, то образуют углы 
церез вершину *), равные между собой. 

Действительно, пусть две прямые АВ, СО пересекаются 
в точке Р. 

Я утверждаю, что угол АЁЕС равен углу ОЕВ, угол 
же СЕВ равен АЕД (черт. 15). 

Действительно, поскольку прямая АЕ, восставленная 
на прямой СО, образует углы СЕА и АЕД, то значит, 
углы СЕА и АЕД вместе равны двум прямым (предложе- 


*) У Евклида хата хобэтту соответствует нашим «верти- 
кальным» углам. Специального определения этого термина у Ев- 
клида нет. Согласно Евдему, доказываемая теорема принадлежит 
Фалесу. 
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ние 13). Далее, поскольку прямая ОЕ, восставленная на пря- 
мой АВ, образует углы АЕО и ОЕВ, то, значит, углы АБО 
и РЕВ вместе равны двум прямым (предложение 13). 
Но и углы СЕА и АЕО 
оказались равными двум пря- А 
мым; значит, углы СЕАи АЕБ 
равны АБО и ОЕВ. Отнимем Е р. 
общий угол АЕД; значит, 0с- 2——— 
таток СЕА равен остатку ВЕД 
(аксиома 3). Подобным вот об-` 
разом будет доказано, что и Черт. 15. 
углы СЕВ и ОБА равны. 
Значит, если две прямые пересекаются, то образуют 
углы через вершину, равные между собой, что и требова- 
лось доказать (48). 


[Следствие. 


Из этого ясно, что если две прямые пересекают друг 
друга, то ови при пересечении будут образовывать углы, 
равные вместе четырём прямым *). | 


В 


Предложение 16 


Во всяком треугольнике при продолжении одной из 
сторон внешний угол больше каждого из внутрен- 
них, <ему> противоле- 

д к жаших. 

Пусть треугольник бу- 
дет АВС и пусть одна 
его сторона ВС будет 
продолжена до ДО. Я ут- 
В р верждаю, что внешний 

С угол АСР больше каждо- 

Г. го из внутренних проти- 

Черт. - 16. волежащих углов СВА и 
у ВАС. 

Рассечём АС пополам в Е и соединяшщую ВЕ продол- 
жим по прямой до Р; отложим ЕР, равную ВЕ (предло- 
жение 3), соединим ЕС и проведём АС до Н (черт. 16). 


*) Это следствие (пора), имеющееся не во всех рукописях 
Евклида, Гейберг считает позднейшей вставкой. 
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Поскольку теперь АЁ равна ЕС, а ВЕ равна ЕЁ и 
вот две «стороны» АЕ, ЕВ равны двум СЕ, ЕР каждая 
кажлой; и угол АЕВ равен углу РЕС, ибо <он располо- 
жен» через вершину (предложение 15). Значит, и основа- 
ние АВ равно основанию ЕС, и треугольник АВЕ ра- 
вэн треугольнику РЁЕС, и остальные углы равны каж- 
дый каждому остальным углам, стягиваемым равными 
сторонами (предложение 4); значит, угол ВАЕ равен 
углу ЕСР. 

Но угол ЕСО больше. угла ЕСЁ (аксиома 8); зна- 
чит, угол АС больше ВАЕ. Таким же образом, <ес- 
ли» разделить ВС пополам, будет доказано, что 
и угол ВСН, т. е. АСР (предложение 15), боль- 
ше АБС. 

Значит, во всяком треугольнике при продолжении одной 
из сторон внешний угол больше каждого из внутренних 
противолежащих, что и требовалось доказать. 


Предложение 17 


Во всяком треугольнике два угла, взятые вместе при 
всяком их выборе, меньше двух прямых. 
Пусть треугольник будет АВС; я утверждаю, что в ; тре- 
угольнике АВС два угла, 
Д взятые вместе при всяком 
их выборе, меньше двух пря- 
мых (черт. 17). 
Действительно, продол- 
жим ВС до О (постулат 2). 
И поскольку в треуголь- 
нике АВС угол АСО внеш- 
ний, то он больше внутрен- 
В р него противолежащего АВС 
С (предложение . 16). Приба- 
Черт. 17. вим общий угол АСВ; зна- 
чит, АСР и АСВ «вместе» 
больше, чем АВС и ВСА (аксиома 4). Но АСР и АСВ 
«вместе» равны двум прямым (предложение 13); значит, 
АВС и ВСА меньше двух прямых. Таким же образом 
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докажем, что и углы ВАС, АСВ меныше двух прямых, и. 
также углы САВ, АВС. 

Значит, во всяком треугольнике два угла, взятые при 
всяком их выборе, меньше двух прямых, что и требова- 
лось доказать. 


Предложение 18 


Во всяком треугольнике большая сторона стягивает. 
больший угол. 

Пусть треугольник будет АВС, имеющий сторону АС, 
большую чем АВ. Я утверж- д 
даю, что и угол АВС больше 
угла ВСА (черт. 18). 

Действительно, посколь- 
ку АС больше, чем АВ, от- 
ложим АО, равную АВ, и 
соединим ВО. 

И поскольку в треуголь- в ре 
нике ВСО угол АБВ внеш- 
‘ний, то он больше внут- Черт. 18 
реннего ‚ему противолежа- 
щего ОСВ (предложение 16). Но угол АДОВ равен углу 
АВР, поскольку и сторона АВ равна АД (предложение 5); 
значит, и угол АВШО болыше АСВ; значит, и подавно угол 
АВС больше АСВ (аксиома 8). 

Значит, во всяком- треугольнике большая сторона стя- 

гивает больший угол, что и требовалось. 
доказать (49). 


Предложение 19 


Во всяком треугольнике больший 
угол стягивается и большей стороной. 

Пусть треугольник будет АВС, имею- 
щий угол АВС, болыший угла ВСА. 
Я утверждаю, что и сторона АС больше: 
стороны АВ (черт. 19). 

Действительно, если это не так, то АС или равна АВ. 
или меньше. Но теперь АС не равна АВ, ибо тогда и. 


г 
Черт. 19. 
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угол АВС был бы равен АСВ (предложение 5); но он не 
‹равен». Значит, АС не равна АВ. Но также АС и 
не меньше АВ, ибо тогда и угол АВС был бы меньше АСВ 
{предложение 18). Но он не «меньше»; значит, ДС не 
меньше АВ. 

Доказано же, что «АС» и не равна «АВ»; значит, АС 
больше АВ. 

Значит, во всяком треугольнике больший угол стя- 
гивается и большей стороной,. что и требовалось дока- 
зать (50). 


Предложение 20 


Во всяком треугольнике две стороны, взятые вместе 
при всяком их выборе, больше остав'иейся. 
Пусть треугольник будет АВС. Я утверждаю, что 
в треугольнике АБС две стороны, взятые вместе при вся- 
р ком их выборе, больше третьей, 
а именно, ВА и АС больше ВС, 
АВ и ВС больше АС, ВС и СА 
больше АВ (черт. 20). 
Действительно, проведём ВА 
до точки 2), отложим АД, равную 
СА (предложение 3), и соеди- 
ним ОС. 
Поскольку теперь ДА равна 
АС, то и угол АРС равен углу 
Черт. 20. АСР (предложение 5); значит, 
угол ВСО болыше угла АДС 
{аксиома 8); и поскольку треугольник ДОСВ имеет 
угол ВСР больше угла ВОС, а больший угол стяги- 
вается и большей стороной, значит, ОВ больше ВС (пред- 
ложение 19). Но ДА равна АС; значит, ВА и АС <вме- 
сте> больше ВС; подобным вот образом докажем, что 
и АВ и ВС «вместе» больше СА, а ВС и СА «вместе» 
больше АВ. 
Значит, во всяком треугольнике две стороны, взятые 
вместе при всяком их выборе, больше, чем третья; это и 
требовалось доказать (51). 
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Предложение 21 


Если в треугольнике на одной из сторон от концов 
восставлены будут внутрь две прямые, то восстав- 
ленные прямые «вместе» будут меньше двух остальных 
сторон треугольника, но будут заключать больший угол. 

Действительно, пусть в треугольнике АВС на одной 
из сторон ВС будут от концов В, С восставлены внутрь 
две прямые ВО и ОС; я утверждаю, что ВО и ОС «вме- 
сте> меньше остальных двух сторон треугольника ВА и АС, 
но заключают угол ВОС, больший, чем ВАС (черт. 21). 

Действительно, прове- д 
дём ВО до Е. И пос- 
кольку во всяком тре- Е 
угольнике две стороны 
«вместе» больше остав- 
шейся (предложение 20), 
то значит, в треугольни- 
ке АВЕ две стороны АВ В [А 
и АЕ больше БЕ; приба- Черт. 21. 
вим общую прямую ЕС; 
значит, ВА и АС «вместе» больше ВЕ и ЕС (аксиома 4). 
Далее, поскольку в треугольнике СЕР две стороны СЕ 
и ЕД «вместе» больше СО, то прибавим общую ДВ; зна- 
чит, СЕ и ЕВ больше СО и ОВ. 

Но ВА и АС по доказанному больше, чем БЕ и ЕС; 
значит, и подавно ВА и АС больше ВО и ОС. 

Далее, поскольку во всяком треугольнике внешний 
угол больше внутреннего и противолежащего (предложе- 
ние 16), то значит, в треугольнике СОЁЕ внешний угол 
ВОС больше СЕД. Вследствие того же тогда и в тре- 
угольнике АВЕ внешний угол СЕВ больше ВАС. Но угол 
ВОС по доказанному больше СЕВ; значит, и подавно ВОС 
больше ВАС. 

Значит, если в треугольнике на одной из сторон от 
концов восставлены будут внутрь две прямые, то восставлен- 
ные прямые «вместе» меньше двух остальных сторон тре- 
угольника, но заключают больший угол, что и требовалось 
доказать. 


3 Евклид 
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Предложение 22 


Из трёх прямых, которые равны трём данным [пря- 
мым], составить треугольник; нужно, однако, чтобы две 
«прямые, взятые, вместе», при всяком их выборе были бы 
больше оставшейся [вследствие того, что в) всяком тре- 
угольнике две стороны, «взятые вместе» при всяком их 
выборе, больше оставшейся]. 

Пусть три данные прямые будут А, В, С, из них две 
«взятые вместе» при всяком их выборе пусть будут больше 


И оставшейся, а имен- 
В но, Ди В больше 
== С; Аи С больше В, 
и и затем В иСболь- 
ше А; требуется вот 
из прямых, равных 
А, В, С, составить 

р Г 


Е треугольник (черт. 
22}. 

Проведём какую- 
нибудь прямую ДЕ, 
ограниченную в Ш) 
и не ограниченную в 

Черт. 22. сторону ЕЁ, и отло- 

жим ОР, равную А, 

затем РН, равную В, и НО, равную С (предложение 3); 

и из центра Е раствором ЕР опишем круг ОКЁ (посту- 

лат 3); затем из центра Я раствором НС опишем круг 

КЁС (постулат 3) и соединии КЕи КН. Я утверждаю, 

что из трёх прямых, равных А, В, С, составлен треуголь- 
ник АРН. 

Действительно, поскольку точка Р — центр круга ДАЛ, 
то РО равна РА (определение 15); но РО равна А. И, зна- 
чит, КЁ равна А (аксиома 1). 

Затем, поскольку точка Н — центр круга ДКС, то НЦ 
равна НА’ (определение 15); но НС равна С (аксиома 1); 
значит, и АН равна С. Но и РН равна В; значит, три прямые 
КЕ, ЕН и НК равны трём прямым А, В, С. 


ГА 
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Значит, из трёх прямых АР, ЕН, НК, которые равны 
трём заданным прямым А, В, С, составлен треугольник 
КЕН, что и требовалось сделать (52). 


Предложение 23 


На данной прямой при данной её точке построить 
прямолинейный угол, равный данному прямолинейному 
углу. 

Пусть данная прямая будет АВ, точка же на ней А и за- 
данный прямолинейный угол ОСЕ; требуется вот на дан- 
ной прямой АВ, при точке её А, построить прямолинейный 
угол, равный данному (черт. 

23) прямолинейному. углу р 
ОСЕ. 

Возьмём на каждой из 
прямых СО и СЁ какие-ни- 
будь точки Ди Е и соеди- 
ним ОА; и из трёх прямых, 
которые равны трём СРО, 
РЕ, СЕ, составим треуголь- Е Е 
ник АРН (предложение 22), 
так, чтобы СР была равна 
АР, СЕ равна АН и затем 
РЕ равна ЕН (продложе- 


ние 22). д В 
Поскольку теперь две И 
прямые ОС, СЕ равны двум‘ Черт. 23. 


прямым РА и АН каждая каж- 
дой, и основание ДЕ равно основанию РН, то, значит, угол 
ОСЕ будет равен углу ЕАН (предложение 8). 

Значит, на данной прямой АВ при точке её А построен 
прямолинейный угол РАН, равный данному прямолинейному 
углу ОСЁЕ, что и требовалось сделать (53). 


Предложение 24 


Если два треугольника имеют две стороны, равные 
двум сторонам каждая каждой, но заключённый меж- 
ду равными сторонами угол <в одном» больше, <цем в 
3* 
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другом», то и основание <в первом» будет больше основа- 
ния <в0 втором». 

Пусть АВС, ОЕЕ будут два треугольника, имеющих 
АВ, АС, равные двум сторонам РЕ, ОР каждая каждой, 
а именно, АВ, равную ОЕ, АС, равную ОР, угол же при 
А пусть будет больше угла при О; я утверждаю, что и 
основание ВС болыше основания ЕР (черт. 24). 

р Действительно, по- 
скольку угол ВАС больше 
угла БОР, построим на 
прямой ОЕ при точке 
её Р угол ЕН, равный 
углу ВАС  (редложе- 


7; Е ние 23), отложим ДБА, 

равную каждой из АС и 

ГА й РЕ (предложение 3), и 
Е соединим ЕН и РН. По- 

Черт. 24. скольку теперь АВ равна 


РЕ, АСже ОН, и вот две 
прямые ВА, АС равны двум ЕО, ОН каждая каждой; и 
угол ВАС равен углу ЕДН; значит, и основание ВС равно 
основанию ЕН (предложение 4). Далее, поскольку ОР 
равна ДН, и угол ОНЕ равен углу ОЕН (предложе- 
ние 5); значит, угол ОДЕН больше ЕНР; значит, и подавно 
угол ЕРН больше ЕНР. И поскольку ЕЁРН есть треуголь- 
ник, имеющий угол ЕЁЕН ббльний, чем ЕНЕ, болыпий же 
угол стягивает бблыная сторона (предложение 19), значит, 
и сторона ЕН больше ЕР. Но ЕН равна ВС; значит, и 
ВС больше ЕР. 

Значит, если два треугольника имеют две стороны, 
равные двум сторонам каждая каждой, заключённый же 
между равными сторонами угол <в одном» болыше, «чем 
в другом», то и основание «в первом> будет больше ос- 
нования <во втором», что и требовалось доказать (54). | 


Предложение 25 


Если два треугольника имеют две стороны, равные двум 
сторонам каждая каждой, основание же «‹в одном» 
больше, цем основание <в другом», то и угол, заюлю- 
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чённый между равными прямыми ‹в первом», больше 
угла «во втором». 

Пусть АВС, ОЕЕ будут два треугольника, имеющих 
две стороны АВ, АС, равные двум сторонам ДЕ, ОЕ каж- 
дая каждой, а именно, АВ, равную ДЕ, и АС, равную ОЕ; 
основание же ВС пусть будет больше основания ЕР; я ут- 
верждаю, что и угол ВАС больше угла ЕДЕ (черт. 25). 

Действительно, если д’ 

это не так, то он или ра- 
вен ему или меньше; но с 
равным углу ЕДЕ угол 
ВАС не будет; ибо ‹<тог-` 
да> и основание ВС было 
бы равно основанию ЕР 
(предложение 4); но оно 
не ‹равно>; значит, и р 
угол ВАС не равен углу Е 
ЕЕ. Но также угол 
ВАС не будет и меньше 
угла БОР: ибо <тогда» 
и основание ВС было бы меныше основания ЕР (предложе- 
ние 24), но оно не <меньше»; значит, и угол ВАС не 
меньше ЕОР. Но доказано, что он и не равен; значит, 
угол ВАС больше угла ЕДА. 

Значит, если два треугольника имеют две стороны, 
равные двум сторонам каждая каждой, основание же 
<в одном» больше, чем основание <в другом», то и угол, 
заключённый между равными прямыми <в первом», болыше 
угла <во втором», что и требовалось доказать (55). 


Черт. 95. 


Предложение 26 


Если два треугольника имеют два угла, равных двуж 
углам каждый каждому, и одну сторону, равную одной 
стороне, либо заключающейся между равными углами, 
либо стягивающей один из равных углов, то они будут 
иметь и остальные стороны равными остальным сто- 
ронам [каждая каждой] и оставшийся угол оставше- 
муся углу. 
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Пусть будут два треугольника АВС, РЕР, имеющих 
два угла АВС, ВСА равные двум углам ДЕР, ЕРО каж- 
дый каждому, а именно, угол АВС углу ДЕР и угол ВСА 
углу БЕД; пусть также они имеют одну сторону, равную | 
одной стороне, сперва пусть заключающуюся между рав- 
ными углами, а именно, ‹<сторону> ВС, ‹равную> ЕР 
(черт. 26). Я утверждаю, что они будут иметь и остальные 
стороны равными остальным сторонам каждая каждой, а 


р 


Черт 26. 


именно, АВ <стороне> ОЕ, АС ‹стороне» ОЕ и оставшийся 
угол оставшемуся углу, а именно, угол БАС углу ЕБР. 

Действительно, если АВ не равна ДЕ, то одна из них 
будет большей. Пусть большая сторона будет АВ; отло- 
жим ВН, равную ДЕ, и соединим НС. 

Поскольку теперь ВН равна ОЕ, а ВС равна ЕР, то вот 
две стороны ВН, ВС равны двум ДЕ, ЕЁ каждая каждой; 
и угол НВС равен углу ДЕР; значит, основание НС равно 
основанию ДЕ, и треугольник НВС равен треугольчику 
ОЕЕ, и остальные углы равны остальным углам, схягива- 
емым равными сторонами (предложение 4); значит, угол 
НСВ равен углу ДЕЁЕ. Но угол ОЕРЕ предполагается рав- 
ным углу ВСА; значит, и угол ВСН равен ВСА, т. е. 
меныший болышему, чего не может быть (аксиома 8). Зна- 
чит, не может АВ быть не равной ОЕ; значит, она равна. 
Но и ВС равна ЕР; вот две стороны АВ, ВС равны двум 
ОЕ, ЕЁ каждая каждой; и угол АВС равен ДЕР; значит, 
основание АС равно основанию ОР и оставшийся угол ВАС 
равен оставшемуся углу БОР (предложение 4). 
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Но вот пусть далее будут равны стороны, стягиваю- 
щие равные углы, как АВ и ОБ; я утверждаю далее, что 
и остальные стороны будут равны остальным сторонам, 
а именно, АС равна ДР, ВС же ЕР, и, кроме того, остав- 
шийся угол ВАС ‹равен» оставшемуся углу БОР. 

Действительно, если ВС не равна ЕЁ, то одна из них 
будет болыней. Если это возможно, пусть большей будет 
ВС; отложим ВС равной ЕЁ и соединим АДС. 

И поскольку ВО равна ЕР, АВ же ОБ, и вот две сто- 
роны АВ, ВО равны лвум РЕ, ЕЁ каждая каждой; и за- 
ключают равные углы; значит, основание АС рсвно осно- 
вию ОР И треугольник АВС равен треугольнику ДЕР, и 
остальные углы будут равны остальным углам, стягиваемым 
равными сторонами (предложение 4). Значит, угол ВОА 
равен углу ЕР. 

Но угол ЕЁРШО равен углу ВСА; вот в треугольнике 
АСС вчешний угол ВСА равен внутреннему и противоле- 
жащему ВСА, чего быть не может (предложение 16). Зна- 
чит, ВС не будет не равной ЕР; значит, она равна. Но и 
АВ равна ОЕ, вот две стороны АВ, ВС равны двум ОЕ, 
ЕЕ каждая каждой и заключают равные углы. Значит, 
основание АС равно основанию ОР, и треугольник АВС 
равен треугольнику ДЕР, и оставшийся угол ВАС равен 
оставшемуся углу ЕДР. 

Значит, если два треугольника имеют два угла, равных 
двум углам каждый каждому, и одну сторону, равную од- 
ной стороне, либо заключаю'цейся между равными углами, 
либо стягиваю‘цей один из равных углов, то они будут 
иметь и остальные стороны равными остальным сторонам 
[каждая каждой|, и оставшийся угол оставшемуся углу, 
что и требовалось доказать (56, 97). 


Предложение 27 


Если прямая, падающая на*) две прямые, образует 
накрестлежащие угля, равные между собой, то прямые 
будут параллельчы друг другу. 


*) У Евклида ?втисю — впадаю, падаю на. 
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Пусть прямая ЕЁ, падающая на две прямые АВ и СО, 
образует накрест лежащие углы АБР и ЕРО, равные между 
собой; я утверждаю, что АВ параллельна СО (черт. 27). 

Действительно, если это не так, то АВ и СО продол- 
женные сойдутся или со стороны В, О или со стороны 
А, С. Продолжим их и пусть они сойдутсясо стороны В, р 
в точке Н. Вот в тре- 
угольнике НЁР внеш- 
ний угол АЕБЕ равен 
внутреннему ему про- 
тиволежащему ЕРН; 
это же невозможно 
(предложение 16); зна- 
чит, АВ, СР продол- 
женные не сойдутся со 

Черт. 27. стороны В, О. Таким 

же вот образом дока- 

зано, что не «сойдутся они> и со стороны А, С; прямые же, 

которые ни с какой стороны не сходятся, параллельны 
(определение 23); значит, АВ параллельна СО *). 

Значит, если прямая, падающая на две прямые, обра- 
зует накрестлежащие углы, равные между собой, то пря- 
мые будут параллельны, что и требовалось доказать (58). 


р 


Предложение 28 


Если прямая, падающая на две прямые, образует 
внешний угол, равный внутреннему противолежащему 
с той же стороны, или внутренние односторонние < углы 
вместе», равные двум прямым, то прямые будут парал- 
лельны между собой. 

Пусть прямая ЕР, падающая на две прямые АВ, СО, 
образует внешний угол ЕНВ, равный внутреннему проти- 
волежащему <с той же сторны расположенному» углу Нар, 


*) Кеплер первый мыслит параллельные прямые как пересе- 
кающиеся в бесконечности. Введение понятия о бесконечно уда- 
лённой точке приписывается Дезаргу, хотя его понимание и не 
совпадает с современным. 
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или внутренние односторонние углы ВН, НОО, «вместе» 
равные двум прямым; я утверждаю, что АВ параллельна 
СР (черт. 28). 

Действительно, поскольку угол ЕНВ равен углу НАБ, 
но угот ЕНВ равен АНО (предложение 15), то значит, 
и АНС равен НСО (аксиома 1); 
и они накрест лежащие; значит, АВ 
параллельна СО (предложение 27). 

Далее, поскольку ВНО и НОР 
«вместе» равны двум прямым, так- 
же и углы АНСО и ВНО равны 
двум прямым (предложение 13), 
то значит, АНС и ВНЫСЦ «вместе» 
равны ВН и НО (аксиома 1). 
Отнимем общий угол ВНО; зна- 
чит, остаток АНС равен остатку 
НОО (аксиома 3); и они накрест- 
лежащие; значит, АВ параллельна 
СР (предложение 27). 

Значит, если прямая, падающая на две прямые, обра- 
зует внешний угол, равный внутреннему противолежащему 
с той же стороны, или внутренние односторонние ‹углы 
вместе», равные двум прямым, то прямые будут парал- 
лельны между собой, что и требовалось доказать. 


Черт. 28. 


Предложение 29 


Прямая, падающая на параллельные прямые, образует 
накрестлежащие углы, равные между собой, и внешний 
угол, равный внутреннему, противолежащему с той же 
стороны, и внутренние односторонние углы, «вместе» 
равные двум прямым. 

Пусть на параллельные прямые АВ, СО падает прямая ЕР; 
я утверждаю, что- она образует накрестлежащие углы АНД, 
НОР равные и внешний угол ЕНВ, равный внутреннему 
противолежащему углу НСО, и внутренние односторонние 
углы ВНО, НСО, «вместе» равные двум прямым (черт. 29). 

Действительно, если угол АНО не равен НСО, то один 
из них больший. Пусть будет больший АНО. 
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Прибавим общий угол ВНОЦ; значит, АНС и ВНСЦ <вме- 


сте» больше ВНС и НОО. 


Но АНС и ВНО «вместе> равны двум прямым (пред- 
ложение 13) [и], значит, ВНа, НОО ‹«вместе> меньше двух 


Черт. 29. 


прямых. Прямые же, про- 
должаемые неограничен- 
но, сходятся со стороны, 
‹где углы> меньше двух 
прямых (постулат 5), зна- 
чит, АВ, СО, продолжа- 
емые неограниченно сой- 
дутся; но они не схо- 
длятся вследствие того, 
что предполагаются па- 
раллельными; значит, не 
может АНС быть не рав- 


ным НОБ; значит, он равен. Но угол АНС равен углу ЕНВ 
(предложение 15); и значит, ЕНВ равен НСО (аксиома 1). 

Прибавим общий угол ВНО; значит, ЕНВ и ВНС ‹вме- 
сте» равны ВНЦ и НОР. Но ЕНВ и ВНС «вместе» равны 


двум прямым (предложение 13); 
<вместе> равны двум прямым. 


и значит, ВНС и НСО 


Значит, прямая, падающая на параллельные прямые, 


образует накрестлежащие углы, 


внешний угол, равный внут- 
реннему противолежащему, 
и внутренние односторонние 
углы, «вместе» равные двум 
прямым, что и требовалось 
доказать (59, 60, 61, 62, 63). 


Предложение 30 


«Прямые», параллель- 
ные той же прямой, парал- 
лельны и между собой. 


равные между собой, и 


Черт. 50. 


Пусть каждая из АВ, СР параллельна ЕР; я утвер- 
ждаю, что АВ параллельна СО (черт. 30). 
Действительно, пусть на них падает прямая НК. 


КНИГА ПЕРВАЯ 43 


И поскольку на параллельные прямые АВ, ЕР упала 
прямая НК, то значит, угол АНК равен углу НОР (пред- 
ложение 29). Далее, так как на параллельные прямые ЕР, 
СР упала прямая НК, то угол НСЁЕ равен НКО (предло- 
жение 28). Доказано же, что и угол АНК равен НОЕ, 
и значит, угол АНК равен углу НКО; и они накрестле- 
жащие. Значит, АВ параллельна СР (предложение 27). 

[Значит, параллельные той же прямой, параллельны 
и между собой]; это и требовалось доказать (64). 


Предложение 31 


Провести через данную точку прямую линию, парал- 
пельную данной прямой. 

Пусть данная точка будет А, данная же прямая ВС 
(черт. 31); требуется вот через точку А провести прямую 
линию, параллельную пря- р. 
мой ВС. Е А 

Возьмём на ВС какую- 
нибудь точку ШО) и соеди- 
ним АД; и построим на 
прямой ОА при её точке 
А угол РАБ, равный уг- р С 
лу. АДС (предложение 23); р 
и продолжим по одной нря- Черт. 31. 
мой с БА прямую АР, 

И поскольку прямая АД, падающая на две прямые ВС, 
ЕР, образовала накрестлежащие углы БАР, АДС, равные 
между собой, то значит, ЕАР параллельна ВС (предло- 
жение 27). 

Значит, через данную точку А проведена прямая линия 
ЕАЕ, параллельная данной прямой ВС, что и требовалось 
сделать. 


Предложение 32 


Во всяком треугольнике по продолжении одной из 
сторон внешний угол равен двум внутренним и проти- 
волежащим, и внутренние три угла треугольника «вмес- 
те> равны двум прямым. 
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Пусть треугольник будет АВС, продолжим одну его 
сторону ВС до Ш); я утверждаю, что внешний угол АСР 
равен двум внутренним и противлежащим САВ, АВС, и что 
внутренние три угла треугольника АВС, ВСА, САВ 
<«вместе> равны двум прямым 
(черт. 32). Действительно, 
проведём через точку С пря- 
мую СЁ, параллельную АВ. 

И поскольку АВ парал- 
лельна СЕ и на них пала 
АС, то накрестлежащие углы 

ГА ВАС, АСЕ равны между со- 

Черт. 32. бой (предложение 29). Да- 

лее, поскольку АВ парал- 

лельна СЁ и на них пала прямая ВО, то внешний угол 

ЕСР равен внутреннему и противолежащему АВС (пред- 

ложение 29). Но АСЕ по доказанному равен ВАС; зна- 

чит, весь угол АСО равен двум внутренним и противоле- 
жащим углам ВАС и АВС. 

Прибавим общий угол АСВ; значит, углы АСО и АСВ 
(аксиома 2) равны трём углам АВС, ВСА, САВ. 

Но АСР и АСВ равны двум прямым (предложение 13); 
и значит, АСВ, СВА, САВ «вместе равны» двум прямым. 

Значит, во всяком треугольнике по продолжении одной 
из сторон внешний угол равен двум внутренним и проти- 
волежащим «вместе», и внутренние три угла треугольника 
«вместе» равны двум прямым; что и требовалось доказать 


(65, 66). 
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Предложение 33 


Прямые, соединяющие с одной и той же стороны 
равные и параллельные «прямые», и сами равны и 
параллельны. 

Пусть равные и параллельные «прямые» будут АВ, СО 
и пусть их соединяют с одной и той же стороны прямые 
АС, ВО; я утверждаю, что и АС и ВО равны и парал- 
лельны (черт. 33). 

Соединим ВС. И поскольку АВ параллельна СД и на 
них упала ВС, то накрестлежащие углы АВС, ВСР равны 
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между собой (предложение 29). И поскольку АВ равна 
СР, а ВС общая, то вот две стороны АВ, ВС равны двум 
СО, ВС; и угол АВС равен углу ВСО; значит, и основа- 
ние АС равно основанию ВО, и треугольник АВС равен 
треугольнику ВСР, и осталь- 
ные углы равны остальным 5. 4 
углам каждый каждому (пред- 
ложение 4), стягиваемым 
равными сторонами; значит, 
угол АСВ равен СВО. 

И поскольку прямая ВС, 
падающая на две прямые АС, С 
ВО, образовала равные меж- Черт. 33. 
ду собой накрестлежащие уг- 
лы, то значит, АС параллельна ВО (предложение 27). Но 
она же по доказанному и равна ей. 

Значит, прямые, соединяющие с одной и той же сто- 
роны равные и параллельные <прямые», и сами равны и 
° параллельны, что и требовалось доказать. 


Предложение 34 


В образованных» параллельными линиями площадях *) 
противоположные стороны и углы равны между собой 
ц диаметр **) разделяет их пополам. 

Пусть <образованная> параллельными линиями площадь 
будет АСВ, диаметр же её ВС; я утверждаю, что в 
параллелограмме АСОВ противоположные стороны и углы 


*) У Евклида стоит 16 пара). 0уобрииоу кюроу — буквально па- 
раллельнолинейная (по образцу #585 урашиюу — прямолинейная) пло- 
Щадь — часть плоскости, ограниченная двумя пазами параллель- 
ных прямых. В дальнейшем говорится просто «параллелограмм>. 

**) У Евклида 1 банетоос — поперечник. Этот термин одина- 
ково относится и к параллелограмму и к кругу; он показывает, что 
первые геометры мыслили параллелограмм (точнее прямоугольник) 
вписанным в круг. До Евклида термин «диаметр» употребляется 
Гиппократом и Платоном (в «Меноне>). Наш термин «диагональ» 
(иауфус — через углы, подразумевается, проходящий) встречается 
у Евклида только один раз в нашем смысле этого слова. Тот же 
смысл имеет это слово у Герона. 
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равны между собой и диаметр ВС делит его пополам 
(черт. 34). 

Действительно, поскольку АВ параллельна СО и на них 
упала прямая ВС, то накрестлежащие углы АВС, ВСО 
равны между собой (предложение 29). Далее, поскольку 
АС параллельна ВО и на них упала ВС, то накрестлежа- 
щие углы АСВ и СВО равны между собой (предложение 

р. В 29). Вот АВС, ВСО два 
треугольника,› имеющих 
два угла АВС, ВСА, рав- 
ных Двум углам ВСО, 
СВР каждый каждому, и 
одну сторону, равную од- 
ной стороне между рав- 

Черт. 34. ными углами, а именно, 

общую сторону ВС; и зна- 

чит, они будут иметь и остальные стороны, равные осталь- 

ным каждая каждой, и оставшийся угол, равный оставше- 

муся углу (предложение 26); значит, сторсна АВ равна СО, 

АС же ВО и ещё угол ВАС равен углу СОВ. И.поскольку 

угол АВС равен ВСО, а СВО углу АСВ, значит, весь 

угол АВПО равен всему АСР (аксиома 2). Но угол ВАС, 
как уже доказано, равен СОВ. 

Значит, в «образованных» параллельными линиями пло- 
щадях противоположные стороны и углы равны между со- 
бой. Вот я утверждаю, что и диаметр делит их пополам. 
Действительно, поскольку АВ равна СД и ВС общая, то 
вот две стороны АВ, ВС равны двум СО, ВС каждая 
каждой; и угол АВС равен углу ВСР (предложение 29), 
и значит, основание АС равно ОВ (предложение 4), и [зна- 
чит|, треугольник АВС гГавен треугольнику ВСР. 

Значит, диаметр ВС делит пополам параллелограмы 
АВСО, что и требовалось доказать (67). 


Предложение 35 


Параллелограммы, находящиеся на том же основании 
и между теми же параллельными, равны между собой. 
Пусть АВСО, ЕВСЕ будут параллелограммы, нахоля- 
ц(иеся на том же основании ВС и между теми же парал- 
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лельными АРи ВС; я утверждаю, что параллелограмм 

АВСР равен *) параллелограмму ЕВСР (черт. 35). 
Действительно, поскольку АВСШ есть параллелограмм, 

то прямая АД равна ВС (предложение 34). Вследствие. 

того же воти БЕ рав- 

на ВС (предложение д р Е Е 

34); так чтэи АО рав- 

на ЕЁ (аксиома 1), и 


РЕ общая; значит: вся и 
АЕ равна всей ОР (ак- 
снома 2). 


Но и АВ равна ОС 7 у. 
(предложение 34); вот 
две стороны ЕА, АВ Черт. 35. 
равны двум РО, ОС 
каждая кажлой; и угол РОС равен углу ЕАВ (предложе- 
ние 29) внешний внутреннему; значит, основание ЕВ’ 
равно основанию ЕС, и треугольник ЕАВ будет равен тре- 
угольнику ОРС (предложение 4). Отнимем общую часть 
ОНЕ; значит, остаток-трапеция АВНШО равна остатку-тра- 
пеции ЕНСЕ (аксиома 3); прибавим общий треугольник 
НВС; значит, весь параллелограмм АВС равен всему па- 
реллелограмму ЕВСЕ (аксиома 2). 

Значит, гараллелограммы, находящиеся на том же осно- 
вании и между теми же параллельными, равны между 
собой, что и требовалось доказать (68). 


Предложение 36 


Параллелограммы, находящиеся на равных основа- 
ниях и между теми же параллельными, равны между 
собой. 

Пусть АВСО, БЕНС будут параллелограммы, находя- 
щиеся на равных основаниях ВС и ЕН и между теми же 

*) У Евклида {06 — равный. 

Поскольку у Евклида фигура рассматривается как часть. 


плоскости, то и равенство фигур понимается как равенство. 
заключенных в них частей плоскости — их площадей. 
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параллельными АС и ВЛ; я утверждаю, что параллелограмм 
АВСР равен параллелограмму ЕРНС (черт. 36). 
Действительно, соединим ВЕ, СС. И поскольку ВС 
равна РН, но ЕН равна ЕС (предложение 34), и значит, 
ВС равна ЕС (аксиома 1). Они же и параллельны. И со- 
единяют их ЕВ, СС; прямые же, соединяющие с одной 


|. ДЕ [1 


Черт. 36. 


стороны равные и параллельные, и сами равны и парал- 
лельны (предложение 33) [и ЕВ, ЦС, значит, равны и парал- 
лельны]. Значит, ЕВСО параллелограмм. И он равен АВСВ 
{предложение 35); ибо он имеет с ним то же основание 
БС и находится между теми же параллельными ВС, АС 
(предложение 35). 

Вследствие того же самого вот и БЕН равен тому 
же ЕВСО, так что и параллелограмм АВС равен парал- 
лелограмму ЕРНО (аксиома 1). 

Значит, параллелограммы, находящиеся на равных осно- 
ваниях и между теми же параллельными, равны между 
собой, что и требовалось доказать. 


Предложение 37 


Треугольники, находящиеся на том же основании и 
между теми же параллельными, равны между собой. 

Пусть треугольники АВС, ОВС находятся на том же 
основании ВС и между теми же параллельными АД, ВС; 


я утверждаю, что треугольник АВС равен  треуголь- 
нику ОВС. 
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Продолжим АД в обе стороны (черт. 37) до Еи Еи 
через В проведём прямую ВЕ, параллельную СА (предло- 
жение 31), а через С проведём СЁ, параллельную ВО 
(предложение 31). Значит, каждая из «фигур» ЕВСА и 
ОВСЕ — параллелограмм; и они равны (прэдложение 35), 
ибо находятся на том 
же основании ВС и меж- Е Я РИ ‚ 
ду теми же параллель- 
ными ВС и ЕЁ; и поло- 
вина параллелограмма 


ЕБСА есть треугольник 
АВС, ибо диаметр АВ 
делит его пополам 
|.) ГА 
(предложение 34); по- 
ловина же параллело- Черт. 37. 


грамма ОВСЕ — тре- 
угольник ОВС, ибо диаметр ОС делит его пополам (пред- 
ложение 34): [половины же равных равны между собой] 
(аксиома 6). Значит, треугольник АВС равен треугольнику 
ОБС. 

Значит, треугольники, находящиеся на том же основа- 
нии и между теми же параллельными, равны между собой, 
что и требовалось доказать. 


Предложение 38 


Греугольники, находящиеся на равных основаниях и 
между теми же параллельными, равны между собой. 

Пусть треугольники АВС, ЕР находятся на равных 
основаниях ВС, ЕР и между теми же параллельными ВЕ 
и АО; я утверждаю, что треугольник АВС равен тре- 
угольнику ДЕР (черт. 38). 

Действительно, продолжим АД в обе стороны до Н 
и С и через В проведём ВН, параллельную СА (предло- 
жение 31), а через Р проведём ЕС, параллельчую ОЕ (пред- 
ложение 31). Значит, каждая из <фигур> НВСА, РЕРС — 
параллелограмм; и НВСА равен ДЕРС (предложение 36), 
нбо они находятся на равных основаниях ВС и ЕР и меж- 
ду теми же параллельными ВР и НС (предложение 36); и 
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половина параллелограмма НВСА есть треугольник АВС 
(предложение 34), ибо диаметр АВ рассекает его пополам; 
половина же параллелограмма ДЕРС — треугольник ЕЕ 
(предложение 34), ибо диаметр ОР рассекает его пополам. 


И Я? @ 


6 С Е Е 
Черт. 38. 


[Половины же равных равны между собой] (аксиома 6); 
значит, треугольник АВС равен треугольнику ДЕР. 

Значит, треугольники, находящиеся на тех же основа- 
ниях между теми же параллельными, равны между собой, 
что и требовалось доказать. 


Предложение 39 


Равные треугольники, находящиеся на том же осно- 
вании и с той же стороны, находятся и между теми 
же параллельными. 

Пусть АВС, ОВС будут равные треугольники, находя- 

щиеся на том же основании ВСие 
й 7? той же его стороны (черт. 39); я 
утверждаю, что они находятся в тех 
же параллельных. Действительно, 
соединим АД; я утверждаю, что 
АД параллельна ВС. 

Действительно, если это не 

так, то проведбм через точку 
6 С А прямую АЕ, параллельную 
Черт. 39. ВС (предложение 31) и соединим 

ЕС. Значит, треугольник АВС 

равен треугольнику ЕВС (предложение 37), ибо он 
находится с ним на том же основании ВС и между теми 
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же параллельными (предложение 37). Но АВС равен ОВС; 
и значит, ОВС равен ЕВС (аксиома 1) — болыший мень- 
шему; это же невозможно (аксиома 8); значит, не будет 
АЕ параллельна ВС. 

Подобным же вот образом докажем, что и никакая 
другая «прямая» кроме АД; значит, АД будет парал- 
лельна ВС. 

Значит, равные треугольники, находящиеся на том же 
основании и с той же стороны, находятся между теми же 
параллельными, что и требовалось доказать. 


Предложение 40*) 


Равные треугольники, находящиеся на равных основа- 
ниях и с той же стороны, находятся и между теми 
же параллельными. 

Пусть АВС, СОЕ будут равные треугольники на рав- 
‚ных основаниях ВС, СЕ и с той же стороны (черт. 40); 
я утверждаю, что они 


находятся и между у. -—^0 
теми же параллель- 
НЫМИ. 


Действительно, сое- 
диним АО; я утвер- 
ждаю, что АД парал- — 


лельна ВЕ. 9 С Е 
Действительно, если 
это не так, проведём Черт. 40. 


через А прямую АР, 

параллельную ВЕ (предложение 31), и соединим ЕЁ. 
Значит, треугольник АВС равен треугольнику ЕРСЁЕ 
(предложение 38), ибо они находятся на равных основа- 
ниях ВС и СЁ и между теми же параллельными ВЕ и АР 
(предложение 38). Но треугольник АВС равен треуголь- 
нику ОСЕ; и, значит, треугольник ОСЁЕ равен треуголь- 


*) Это предложение является позднейшей добавкой, как это 
установил Гейберг на основании найденных вновь египетских 
папирусов уже после выхода его издания Начал. 


4* 
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нику РСЁЕ (аксиома 1), болыший меньшему, это же невоз- 
можно (аксиома 8); значит, не будет АР параллельна 
прямой ВЕ. Подобным же вот образом докажем, что и ни- 
какая другая <прямая», кроме АД; значит, АД парал- 
лельна ВЕ. 

Значит, равные треугольники, находящиеся на равных 
основаниях и с той же стороны, находятся между теми же 
параллельными, что и требовалось доказать. 


Предложение 41 


Если параллелограми имеет с треугольником одно и 
то же основание и находится между теми же парал- 
лельными, то параллелограми будет вдвое большим 
треугольника. 

Пусть параллелограмм АВС с треугольником ЕВС 
имеет одно и то же основание ВС, и пусть он находится 

й р = М@жду теми же парал- 
лельными ВС, АЕ; я 
утверждаю, что парал- 
лелограмм АВСО бу- 
дет вдвое большим тре- , 
угольника ВЕС (черт. 
41). 
Действительно, сое- 
В С диним АС. Вот тре- 
Черт. 41. угольник АВС равен 
треугольнику - ЕВС 
(предложение 37), ибо он с ним на том же основании ВС 
и между теми же параллельными ВС, АЕ (предложение 
37). Но параллелограмм АВСЬ вдвое больше треугольника 
АВС, ибо диаметр АС делит его пополам (предложение 34); 
так что параллелограмм АВС вдвое больше и треуголь- 
ника ЕВС. 

Значит, если параллелограмм имеет с треугольником 
одно и то же основание и находится между теми же па- 
раллельными, то параллелограмм будет вдвое больше‘ тре- 
угольника, что и требовалось доказать (69). 


КНИГА ПЕРВАЯ 08 


Предложение 42 


Построить *) равный данному треугольнику парал- 
лелограмм в данном прямолинейном угле. 

Пусть данный треугольник будет АВС, данный же пря- 
молинейный угол О; требуется вот построить равный тре- 
угольнику АВС параллелограмм в угле, равном прямоли- 
нейному углу Л (черт. 42). 

Рассечём ВС пополам в Е (предложение 10), сое- 
диним АЁ, построим на прямой ЕС при её точке Е угол 


СЕЕ, равный О (предложе- 

ние 23); и через А прове- [2 

дём АН, параллельную ЕС 

(предложение 31); через С д Е и 


же проведём СЯ, параллель- 
ную ЕР (предложение 31); 
значит, РЕСН есть парал- 
лелограмм. И москольку БЕ 
равна ЕС, то и треугольник 
АВЕ равен треугольнику р Е С 
АЕС (предложение 38), ибо Черт. 42. 
они находятся на равных 
основаниях ВЕ, ЕС и между теми же параллельными ВС, 
АН (предложение 38); значит, треугольник АВС вдвое 
больше треугольника „АРС. Но и параллелограмм РЕСН 
вдвое больше треугольника АЁЕС (предложение 41), ибо 
имеет с ним то же основание и находится с ним между 
теми же параллельными; значит, параллелограмм РЕСН 
равен треугольнику АВС и имез-т угол СЕР, равный дан- 
ному 0. 

Значит, построен равный данному треугольнику АВС 
параллелограмм РЕСН в угле СЕР, который равен углу О, 
что и требовалось сделать. 


*) У Евклида сост сас фа, — составить; термин, применяющийся 
к треугольнику и параллелограмму. 
При построении квадрата (предложение 46) Евклид употреб- 


ляет слово дудурафаи ато — начертить на. Эту разницу подчёрки- 
вает Прокл. 
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Предложение 43 


Во всяком параллелограмме «дополнения» *) рас- 
положенных по диаметру параллелограммов равны меж- 
ду собой. 

Пусть будет параллелограмм АВСО, диаметр же его 
АС, по АС же пусть будут параллелограммы ЕС, ЕН, 
так называемые же «дополнения» — ВА, КГ), я утверждаю, 
что дополнение ВК равно дополнению КД (черт. 43). 


71 & р 


Черт. 43. 


Действительно, поскольку — АВСР — параллелограмм, 
диаметр же его АС, то треугольник АВС равен треуголь- 
нику АСР (предложение 34). Далее, поскольку ЕС — 
параллелограмм, диаметр же его АК, то треугольник АЕК 
равен треугольнику АСК (предложение 34). Вследствие 
того же вот и треугольник АРС равен треугольнику КНС 
(предложение 34). Поскольку теперь треугольник АЕК 
равен треугольнику АСК, а КРС равен КНС, то треуголь- 
ник 4ЕК вместе с КНС равен треугольнику АСК вместе 
с КРС (аксиома 2); и весь треугольник АВС равен всему 
АДС; значит, остающееся «дополнение» ВК равно остаю- 
щемуся «дополн нию» КД (аксиома 3). 

Значит, во всяком параллелограмме «дополнения» рас- 
положенных по диаметру параллелограммов равны между 
собой, что и требовалось доказать. 


*) У Евклида гарак)\тофроха. Термин объяснён в тексте пред- 
ложения. 
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Предложение 44 


К данной прямой «приложить» *) равный данному тре- 
Угольнику параллелограмм в данном прямолинейном угле. 
Пусть данная прямая будет АВ (черт. 44), данный же 
треугольник С, данный же прямолинейный угол О; тре- 
буется вот к данной прямой АВ «приложить» параллел? 


Черт. 44. 


грамм, равный данному треугольнику С, в угле, равном О 
(черт. 44). 

Построим равный трзугольнику С  параллелограмм 
ВЕЕН в угле ЕВН, который равен Ш) (предложение 42); 
и поместим его так, чтобы ВЕ была по одной прямой 
с АВ, доведём ЕН до СЦ, через А проведём АС, парал- 
лельную как ВН, так ЕР (предложение 31), и соединим СВ. 
И поскольку на параллельные АС и ЕР упала прямая СР, 
значит, углы АСЕ и СРЕ «вместе» равны двум прямым 
(предложение 29); значит, ВОН и НРЕ «вместе» меньше 
двух прямых; со стороны же углов, меньших чем два пря- 
мых, продолженные неограниченно ‹прямые> сходятся; 
значит, СВ, РЕ при прополжении сойдутся. Продолжим 
их и пусть они сойдутся в К; через точку К проведём АД, 
параллельную как ЕА, так РО (предложение 31), и про- 
должим СА, НВ до точек Ё, М. 


*) У Евклида лаоаВа)= у — буквально «прикинуть>. 
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Значит, ОЛКЕ будет параллелограмм, диаметр же его 
СК, по СК же два параллелограмма АН, МЕ, так назы- 
ваемые же «дополнения» [Б, БР; значит, [В равно ВР (пред- 
ложение 43). Но ВЕР равно треугольнику С; и значит, 
[В равно С. И поскольку угол НВЕ равен АВМ, а НВЕ 
равен Ш), то значит, и АВМ равен углу О. 

Значит, к данной прямой АВ приложен равный тре- 
угольнику С параллелограмм [В в угле АВМ, который 
равен 2), что и требовалось сделать. 


Предложение 45 


Построить равный данной прямолинейной фигуре 
параллелограмм в данном прямолинейном угле. 
Пусть данная прямолинейная фигура будет АВСО, 
данный же прямолинейный угол Е; требуется вот построить 
равный прямолинейной фигуре 
р Г  ЛАВСРО параллелограмм в угле, 
равном ЕЁ (черт. 45). 
Соединим ОВ и построим 
равный треугольнику АВО па-` 
раллелограмм РС в угле СКЁ, 
который равен Е (предложение 
42); и приложим к прямой На 
равный треугольнику ДВС па- 
раллелограмм Я в угле НОМ, 
который равен Е (предложе- 
ние 44). 
и в МЕ И поскольку угол Е равен 
каждому из ОКР, НОМ, то 
Черт. 45. значит, и СКЁ равен НСМ (ак- 
сиома 1). Прибавим общий 
угол АСН; значит. ЕКО, КОН <«вместе> равны КОН, 
НОМ (аксиома 2). Но ЕКО, КОН равны двум прямым 
(предложение 29); значит, и КАН, НОМ равны двум пря- 
мым (аксиома 1). Вот при некоторой прямой НС в точке 
её С две прямые КО, СМ, расположенные не по одну 
и ту же сторону, образуют смежные углы, равные <вместе» 
двум прямым; значит, АС будет по одной прямой с СМ 
(предложение 14). 
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И поскольку на параллельные АМ, ЕН упала прямая 
СН, то накрестлежащие углы МСН, СНЕ равны между 
собой (предложение 29). Прибавим общий угол О@НЕ; 
значит, углы МОН, СНЕ «вместе» равны СНЕ, СНЕ 
(аксиома 2). Но МОСН, СНЕ «вместе» равны двум прямым 
(предложение 29); значит, и СНЕ и СНЕ равны двум 
прямым (аксиома 1, предложение 29); значит, РН будет 
по одной прямой с НЕ (предложение 14). И поскольку ЕК 
равна и параллельна ОН, но СН ‹равна и параллельна» 
также и /ИЁ, то значит, и КЕ равна и параллельна МС 
(аксиома 1, предложение 30); и создиняют их прямые К/И, 
РГ; и значит, КМ, ЕЁ равны и параллельны (предложение 
33); значит, КРЕМ — параллелограмм. И поскольку треуголь- 
ник АВШО равен параллелограмму РО, а ОВС параллело- 
грамму НМ, то значит, вся прямолинейная «фигура» АВСО 
равна всему параллелограмму АРЁЛМ (аксиома 2). 

Значит, построен равный данной прямолинейной фигуре 
АВСР параллелограмм КЕЁ./М в угле ЕКМ, который равен 
данному Е, что и требовалось сделать (70). 


Предложение 46 


На данной прямой надстроить*) квадрат. 

‚ Пусть данная прямая будет АВ, требуется на прямой 
АВ надстроить квадрат (черт. 46). 

Проведём к прямой АВ от её точки © 
А под прямым углом «прямую» АС (пред- 
ложениз 11) и отложим АД, равную АВ р Е 
(предложение 3); и через точку Дпарал- 
лельно АВ проведём ДЕ (предложение 31), 
через же точку В параллельно АД прове- 
дём ВЕ (предложение 31). 

Значит, АДЕВ есть параллелограмм; 
значит, ДВ равна ОЕ, а АД равна ВЕ 
(предложение 34). Но АВ равна АБ; Черт. 46. 
значит, четыре <прямые> ВА, АД, ОЕ, 

ЕВ равны между собой; значит, параллелограмм АДЕВ’ 
равносторонний. Я утверждаю вот, что он и прямоугольный. 


Я Я 


*) У Евклида дуаурафа, — см. примечание к предложению 42. 
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Действительно, поскольку на параллельные АВ, ОЕ 
упала прямая АД, значит, углы ВАР и АДЁЕ «вместе» 
равны двум прямым (предложение 29). Угол же ВАД пря- 
мой; значит, прямой и АДЕ. В образованных» же парал- 
лельными линиями площадях противоположные стороны 
и углы равны между собой (предложение 34); значит, 
и каждый из противоположных углов АВЕ, ВЕР прямой; 
значит, АДЕВ прямоуголен. 

Доказано же, что он и равносторонен; значит, он квад- 
рат (опргделение 22) и надстроен на АВ, что и требо- 
валось сделать (71). 


Предложение 47 


В прямоугольных треугольниках квадрат.на стороне, 
стягивающей прямой угол*), равен «вместе взятым» 
квадратам на сторонах, заключающих прямой угол. 

Пусть АВС — пря- 
моугольный треуголь- 
ник, имеющий прямой 
угол ВАС; я утверждаю, 
что квадрат на ВС ра- 
вен «вместе взятым» 
квадратам на ВА и АС 
(черт. 47). 

Действительно, над- 
строим на ВС квадрат 
ВОЕС, а на ВА, АС 
надстроим ‹<квадраты> 
НВ, СС (предложение 
46); и через А прове- 
дём АГ, параллельную 
как ВО, так и СЁ (пред- 
ложение 31); соединим 

Черт. 47. АР, ЕС. И поскольку 
каждый из углов ВАС, 
ВАН прямой (определение 10), то вот на некоторой 


*) Точный перевод евклидова 1 к)вора у ору туо\ау 
0101:1у00ба — отсюда наш термин «гипотенуза». 
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прямой ВА при её точке А две прямые АС, АН, рас- 
положенные не по одну сторону, образуют смежные уг- 
лы, «вместе» равные двум прямым; значит, СА будет 
по «одной» прямой с АН (предложение 14). Вследствие 
того же вот и ВА будет по одной прямой с АС. И по- 
скольку угол ОБС равен углу ЕВА (аксиома Т), ибо 
каждый из них прямой, то прибавим общий угол АБС; 
значит, весь угол ОВА равен всему ЕВС (аксиома 2). 
И поскольку ОВ равна ВС, а ЕВ равна ВА (определе- 
ние 22), то вот две стороны ОВ, ВА равны двум сторо- 
нам ВС, ЕВ каждая каждой; и угол ОВА равен углу ЕВС; 
значит, и основание (предложение 4) АД равно основанию 
ЕС, и треугольник АВШ равен треугольнику ЕВС (пред- 
ложение 4). И улвоенный треугольник АВО есть парал- 
лелограмм В (предложение 41), ибо они имеют то же 
основание ВД и расположены между теми же параллель- 
ными ВО, АЁ (предложение 41). Удвоенный же треуголь- 
ник РВС предложение 41) есть квадрат НВ; ибо они 
имеют то же основание РВ и расположены между теми 
же параллельными РВ и НС; [но удвоенные равных вели- 
чин равны между собой (аксиома 5)]; значит, и паралле- 
лограмм ВЁ равен квадрату НВ. Подобным же вот обра- 
зом, соединяя АЕ, ВК, будет доказано, что и параллело- 
грамм СЁ равен квадрату СС; значит, весь квадрат ВОЕС 
равен двум квадратам НВ и СС вместе взятым. И ВОЕС 
есть квадрат, надстроенный на ВС, а НВ, @С— на ВА, 
АС; значит, квадрат на стороне ВС равен «вместе взятым» 
квадратам на сторонах ВА, АС. 

Значит, в прямоугольных треугольниках квадрат на 
стороне, стягивающей прямой угол, равен «вместе взя- 
тым> квадратам на сторонах, заключающих прямой [угол |; 
что и требовалось доказать (72, 73). 


Предложение 48 


Если в треугольнике квадрат на одной стороне ра- 
вен «вместе взятым» квадратам на остальных двух 
сторонах, то заключённый между остальными двумя 
сторонами треугольника угол есть прямой. 
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Пусть в треугольнике АВС квадрат на одной стороне 
ВС равен <вместе взятым» квадратам на сторонах ВА и 
АС; я утверждаю, что угол ВАС прямой (черт. 48). 

Действительно, проведём от точки А под прямым уг- 
лом к АС <прямую> АР (предложение 11), отложим АО, 
равную ВА, и соединим ОС. Поскольку ДА равна АВ, то 
и квадрат на ОДА равен квадрату на 
АВ. Прибавим общий квадрат на АС; 
значит, квадраты на ДА, АС равны 
квадратам на ВА, АС (аксиома 2). 
Но квадратам на ДА, АС равен 
квадрат на ДОС (предложение 47), 


ибо угол ДАС прямой; квадратам же 
на ВА, АС равен квадрат на ВС, 


Тя 


р у.) в  иИботак предполагается; значит, квад- 
рат на ОС равен квадрату на ВС, 
Черт. 48. так что и сторона ОС равна`ВС; и 


поскольку ОА равна АБ, АС же об- 
щая, то вот две стороны ДА, АС равны двум ВА, АС; 
и основание ОС равно основанию ВС; значит (предложе- 
ние 8), и угол АС [будет] равен ВАС. Угол же РАС 
прямой, значит, прямой и ВАС. 

Значит, если в треугольнике квадрат на одной стороне 
равен «вместе взятым» квадратам на остальных двух сто- 
ронах, то заключённый между остальными двумя сторонами 
треугольника угол — прямой, что и требовалось дока- 


зать (74). 
—®— 


КНИГА ВТОРАЯ 
егегегегегегегегегете гегаге ге гегегеагегегаге! 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


1. О всяком прямоугольном параллелограмме говорят, 
что он заключается между двумя прямыми, образующими 
прямой угол. 

2. Во всякой же <образованной» параллельными линия- 
ми площади каждый из расположенных» на её диаметре 
параллелограммов вместе с двумя «дополнениями» будем 
называть «гномоном» (1). 


Предложение 1 


Если имеются две прямые и одна из них рассечена 
на сколько угодно отрезков *), то прямоугольник, за- 
ключающийся между **) этими двумя прямыми, равен 
«вместе взятым> прямоугольникам, заключённым между 
нерассечённой прямой и каждым из отрезков (2). 

Пусть две прямые будут А, ВС и пусть ВС рассечена 
как-либо в точках 2), Е; я утверждаю, что прямоугольник, 
заключающийся между А и ВС, равен вместе взятым прямо- 


*) У Евклида трйрала — отрезки: подразумевается отрезан- 
ная часть некоторой ограниченной (пепеоасьёут) прямой. Евклид 
различает эти два понятия; для нас, подразумевающих под тер- 
мином «прямая> всегда неограниченную прямую, это различение 
уже не имеет смысла. 

**) Евклидово 51б — под, или предлог нашего творительного 
падежа, нельзя переводить «на». Прямоугольник ВСР по 
Евклиду не построен на АВ и ВС, но «заключается между» 
или даже «содержится между АВ и ВС>. 
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угольнику, заключённому между А и ВО, <затем» между А 
и РЕ, и ещё между А и БС (черт. 1). 

В самом деле, проведём ВГ от В под прямыми углами 

к ВС (предложение 11 книги 1), отложим ВН, равную А, 

И и проведём через Н парал- 
лельную ВС прямую НО (пред- 
ложение 31 книги [), через 
же Ш, Е, С параллельные ВН 
прямые ОА, ЕД, СЦ. 

Вот «прямоугольник» Ва 
равен ВК, ОЕ, ЕС. И Ва 
есть прямоугольник между А 

и Ё @ и БС ибо он заключается 

/ между НВ и ВС, ВН же рав- 

Черт. 1. на 4; ВК же прямоугольник 

между А и ВД, ибо он заклю- 

чается между НВ и ВО, ВН же равна А. ОЁ же пря- 

моугольник между А и ЛЁ, ибо ПК, то-есть ВН (по 34 

предложению книги Г), равна А. И ещё подобным же 

образом Е@ прямоугольник между А и ЕС; значит, пря-. 

моугольник между А и ВС равен прямоугольникам между 
А и БО, между А и ОБ, и ещё между А и ЕС. 

Значит, если имеются две прямые и одна из них рас- 
сечена на сколько угодно отрезков, прямоугольник, заклю- 
чённый между этими двумя прямыми, равен <вместе взя- 
тым» прямоугольникам, заключённым между не рассечённой 
прямой и каждым из отрезков, что и требовалось доказать. 


8 ДЕ @© 


Предложение 2 


Если прямая линия как-либо рассечена, то прямо- 
угольники, заключённые между целой линией и каждым 
из отрезков, равны вместе квадрату на всей линии. 

В самом деле, пусть АВ как-либо рассечена в точке С 
(черт. 2). Я утверждаю, что прямоугольник, заключённый 
между АВ и ВС, вместе с прямоугольником, заключённым 
между ВА и АС, равен квадрату на БС. 

Действительно, надстроим на АВ квадрат АОЕВ (пред- 
ложение 46 книги [) и проведём через С параллельную 
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каждой из АД, ВЕ прямую СГ! (предложение 31 кни- 
ги |). 

Вот АЁ равна АГ и СЁ. И АЕ квадрат на АВ, АГ же 
прямоугольник, заключённый между ВА и АС, ибо он 
заключается между ОА и АС; АД же 
равна АВ (определение 22 книги 1; а “^_@ 8 
СЕ <прямоугольник» между АВ и ВС, 
ибо ВЕ равна АВ. Значит, прямоуголь- 
ник между ВА и АС вместе с пря- 
моугольником между АВ и ВС равен 
квадрату на АВ. 

Значит, если прямая линия как- 
либо рассечена, то прямоугольники 7 / Е 
заключённые между целой линией и Черт. 2. 
каждым из отрезков, равны вместе 
квадрату на всей линии, что и требовалось доказать (3). 


Предложение 3 


Если прямая линия как-либо рассечена, то прямо- 
угольник, заключённый между всей прямой п одним из 
2 в Отрезков, равен прямоугольнику, 

заключённому между отрезками, 
и квадрату на ранее упомяну- 
том отрезке. 
В самом деле, пусть прямая 
АВ (черт. 3) как-либо рассечена 
в точке С; я утверждаю, что 
прямоугольник, заключённый ме- 
—1 о 
А Е жду АВ и ВС, равен прямоуголь- 
нику, заключённому между АС и 
СВ, вместе с квадратом на ВС. 

Действительно, надстроим на СВ квадрат СОЕВ (пред- 
ложение 46 книги 1[), продолжим ЕД до Ги через А парал- 
лельно каждой из СО, ВЕ проведём АГ (предложение 31 
книги 1). Вот <площадь> АЕ равна АД и СЁ; и АЕ— 
прямоугольник, заключённый между АВ и ВС, ибо он 
заключается между АБ, ВЕ, ВЕ же равна ВС; АР же — 
прямоугольник между АС и СВ, ибо ОС равна СВ; ОВ 


Чер г. 3. 
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же квадрат на СВ; значит, прямоугольник, заключённый 
между АВ и ВС, равен прямоугольнику, заключённому 
между АС, СВ вместе с квадратом на ВС. 

Значит, если прямая линия как-либо рассечена, то 
прямоугольник, заключённый между всей прямой и одним 
из отрезков, равен прямоугольнику, заключённому между 
отрезками, и квадрату на ранее упомянутом отрезке, что 
и требовалось доказать (4). 


Предложение 4 


Если прямая линия как-либо рассечена, то квадрат 
на всей «прямой» равен квадратам на отрезках вместе 
с дважды «взятым» прямо- 
угольником, заключённым между 
отрезками. | 

В самом деле, пусть прямая 
линия АВ как-либо рассечена в 
точке С. Я утверждаю, что квад- 
рат на АВ равен квадратам на 
АС, СВ вместе с дважды <взя- 
тым» прямоугольником, заключён- 
ным между АС, СВ*) (черт. 4). 

Действительно, надстроим на 

Черт. 4. АВ квадрат АДЕВ (предложение 

46 книги 1), соединим ВО и че- 

рез С, параллельную каждой из АД, ЕВ, провсдём СН, 
через же Н, параллельную каждой из АВ, ОЕ, проведём СК 
{предложения 30 и 31 книги 1). И поскольку СГ параллельна 
АР и на них упала ВО, то внешний угол СНВ равен вну- 
треннему и противолежащему АДВ (предложение 29 кни- 
ги [). Но угол АДВ равен АВО, поскольку и сторона ВА 
равна АД (предложение 5 книги 1); и значит, угол СНВ 
равен НВС, так что и сторона ВС равна стороне СН 
(предложение 6 книги [); но СВ равна НК (предложение 34 
книги [), СН же равна КВ; и значит, НК равна КВ; зна- 


*) У Евклида 'т% 0% бто ту АГ, ГВ переуорёую дбодоуюую. 
Точнее было бы «дважды между АС и СВ заключённым прямо- 
угольником>. 
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чит, «площадь» СНКВ равносторонняя. Вот я утверждаю, 
что она и прямоугольная. Действительно, поскольку СН 
параллельна ВК [и на них упала прямая ВС], то значит, 
углы КВС и НСВ «вместе» равны двум прямым (предло- 
жение 29 книги [). Угол же АВС прямой; значит, прямой 
и ВСН; так что и противоположные углы СНК, НКВ пря- 
мые (предложение 34 книги 1). 

Значит. СНКВ — прямоугольна. Доказано же, что она 
и равносторонняя; значит, она квадрат; и она на СВ. 
Вследствие того же вот и @/*) квадрат; и он на СН, 
т. е. на АС (предложение 34 книги 1); значит, ОТ, КС 
квадраты на АС, СВ. И поскольку АН равно НЕ (предло- 
жение 43 книги 1), и АН прямоугольник между АС и СВ, 
ибо НС равна СВ; и звачит, НЕ равен прямоугольнику 
между АСи СВ; значит, АН и НЕ «вместе» равны дважды 
«взятому» прямоугольнику между АС, СВ. И ЦТ, СК суть 
квадраты на АС, СВ; значит, четыре площади СТ, СК, АН, 
НЕ равны квадратам на АС, СВ и дважды «взятому» пря- 
моугольнику, заключённому между АС, СВ. Но СГ, СК, АН, 
НЕ в целом есть АДЕВ, который будет квадратом на АВ; 
значит, квадрат на АВ равен квадратам на АС, СВ и дважды 
взятому прямоугольнику, заключённому между АС, СВ. 

Значит, если прямая линия как-либо рассечена, квад- 
рат на всей прямой равен квадратам на отрезках вместе 
‹ дважды «взятым» прямоугольником, заключённым между 
отрезками, что и требовалось доказать (5, 6, 7, 8). 


[Следствие 


Вот из этого ясно, что в квадратных площадях парал- 
лелограммы на диаметре суть квадраты]. 


Предложение 5 


Если прямая линия рассечена на равные и неравные 
«отрезки», то прямоугольник, заключённый между не- 
равными отрезками» в`ей прямой, вместе с квадратом 


*) Отметим недостаток евклидовой символики: двумя буквами 
он обозначает и отрезок, и прямоугольник (беря буквы двух 
противоположных вершин). Там, где это может привести к не- 
доразумени`о, мы будем прибавлять слово «прямоугольник>. 


5 Евклид 
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на отрезке между сечениями равен квадрату на по- 
ловине. 

В самом деле, пусть какая-либо прямая АВ рассече- 
на на равные части в С, на неравные же в ДО; я утверж- 
даю, что прямоугольник, заключённый между АД и ОВ 
вместе с квадратом на СДО, равен квадрату на СВ 
(черт. 5). 

Действительно, надстроим на СВ квадрат СЕВ, соеди- 
ним БЕ и через О параллельную каждой из СЁ, ВГ про- 


7 


ведём ОН, через же С — параллельную каждой из АВ, ЕГ, 
далее проведём АМ (предложения 30, 31 книги 1) и далее 
через А параллельную каждой из СЁ, ВМ проведём АК. 
И поскольку «дополнение» С@ равно «дополнению» (1 
(предложение 43 книги Г), прибавляем общую ОМ; значит, 
вся СМ равна всей ОГ. Но СМ равна АЁ, поскольку и 
АС равна СВ; и значит, АЁ равна ОГ. Прибавим общую СС; 
значит, вся АС равна гномону ММ№МХ. Но АС прямоуголь- 
ник между АДР и ОВ, ибо ОС равна ОВ; и значит, гно- 
мон ММХ равен прямоугольнику между АД и ОВ. При- 
бавим общай 2/1, который равен квадрату на СД; значит, 
гномон /ЛИМХ и ЕН «вместе» равны прямоугольнику, за- 
ключённому между АД, ОВ и квадрату на СО. Но гномон 
ММХ и ЕН в целом квадрат СЕВ, который на СВ; зна- 
чит, прямоугольник, заключённый между АД, ОВ <вместе» 
с квадратом на СО, равен квадрату на СВ. 
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Значит, если прямая линия рассечена на равные и не- 
равные «отрезки», то прямоугольник, заключённый между 
неравными «отрезками> вместе с квадратом на отрезке 
между сечениями, равен квадрату на половине, что и тре- 
бовалось доказать (9, 10). 


Предложение 6 


Если прямая линия рассечена пополам и к ней 
«по прямой» приложена какая-либо другая прямая, то 


д 


Е 
Черт. 6. 


прямоугольнию, гаключённый между в“ей прямой с прило- 
женной и самой приложенной, вместе с квадратом на 
половине равен квадрату на «прямой», составленной из 
половины и приложенной. 

В самом деле, пусть какая-либо прямая АВ рассечена 
пополам в точке С, к ней же «по прямой» приложена 
какая-либо другая ВД (черт. 6); я утверждаю, что прямо- 
угольник, заключённый между АД, ОВ вместе с квадратом 
на СВ, равен квадрату на СО. 

Действительно, надстроим на СДО квадрат СЕГО, со- 
единим ДЕ и через точку В, параллельную каждой из 
ЕС, ОТ, проведём ВН, через же точку @, параллельную 
каждой из АВ, ЕГ, проведём КМ, и ещё через А, парал- 
лельную каждой из Си ОМ, проведём АК. 

Поскольку теперь АС равна СВ, то и АГ равна СА. 
Но СЦ равна СГ (предложение 48 книги 1); и значит, АЁ 


[6 
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равна @/. Прибавим общую СМ; значит, вся площаль АМ 
равна гномону №МХО. Но АМ есть прямоугольник между АД 
и РВ, ибо ОМ равна ОВ; и значит, гномон №МХО равен 
прямоугольнику между АД и ОВ. Прибавим общую ГН, 
которая равна квадрату на ВС; значит, прямоугольник, 
заключённый между АД и ДВ, вместе с квадратом на СВ, 
равен гномону №МХО и ЁН. 

Но гномон №МХО и ЕН в целом квадрат СЕГО, кото- 
рый на СО; значит, прямоугольник, заключённый между 
АР и ОВ вместе с квадратом на СВ, равен квадрату 
на СДО. 

Значит, если прямая линия рассечена пополам и к ней 
«по прямой» приложена другая какая-либо прямая, то пря- 
моугольник, заключённый между всей прямой, с прило- 
женной и самой приложенной вместе с квадратом на по- 
ловине, равен квадрату на «прямой», составленной из 


половины и приложенной, что и требовалось доказать 
(11, 12). 


Предложение 7 


Если прямая линия как-либо рассечена, то вместе 
взятые квадрат на всей и квадрат на одном из отрез- 
ков равны дважды взятому пря- 
моугольнику, заключённэму между 
всей прямой и упомянутым отрез- 
1 ком, и квадрату на другом от- 
резке. 

В самом деле, пусть некоторая 
прямая АВ рассечена как-либо в точ- 
ке С; я утверждаю, что квадраты на 
АВ и ВС «вместе> равны дважды 
взятому прямоугольнику, заключён- 
ному между АВ и ВС, и квадрату 
на СА (черт. 7). 

Действительно, надстроим на АВ квадрат АДЕВ и вы- 
чертим ту же фигуру *). 


Черт. 7. 


*) В тексте тд судра, т. е. известную, определённую фигуру’ 
ту же самую, что в предыдущих предложениях: проведём диа- 
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Поскольку теперь прямоугольник АН равен НЕЁ (пред- 
ложение 43 книги [), то прибавим к обоим СГ; значит, 
весь прямоугольник А/ равен всему прямоугольнику СЁ; 
значит, АГ и СЁ равны дважды взятому 4/. Но АГ, СЕ 
составляют гномон АЁ/М и квадрат СГ; значит, гномон 
КЕМ и СГ равны дважды взятому АГ. Но удвоенное А/ 
есть дважды взятый прямоугольник между АВ, ВС, ибо 
В! равна ВС; значит, гномон КЕМ и квадрат С/ равны 
дважды взятому прямоугольнику между АВ, ВС. Прибавим 
общий ОН, который является квадратом на АС; значит, 
гномон АЁ/М и квадраты ВН, НО равны дважды взятому 
прямоугольнику, заключённому между АВ и ВС, и квал- 
рату на АС. Но гномон КЁМ и квадраты ВН, НО в це- 
лом составляют АДЕВ и СГ, которые являются квадратами 
на АВ и ВС; значит, квадраты на АВ и ВС равны дважды 
взятому прямоугольнику, заключённому между АВ и ВС 
вместе с квадратом на АС. 

Значит, если прямая линия как-либо рассечена, то 
вместе взятые квадрат на всей и квадрат на одном из 
отрезков равны дважды взятому прямоугольнику, заклю- 
чённому между всей прямой и упомянутым отрезком, и 
квадрату другого отрезка, что и требовалось доказать 
(13, 14). 


Предложение 8 


Если прямая линия как-либо гассечена, то учетве- 
рённый прямоугольник, заключённый между всей <пря- 
мой> и одним из отрезков, вместе с квадратом на 
оставшемся отрезке равен квадрату, надстроенному на 
всей прямой и упомянутом отрезке, как на одной 
‹прямой>. 
метр ВНО, ведём прямые АР, ВЕ, параллельные СМ, и пря- 
мые 48, ДЕ, параллельные (Г. Важно отметить, что соответ- 
ствующую фигуру надо искать не в 6-м, ав 4-м предложении. 
Вставка предложений 9 и 6 разорвала естественную связь 
предложений 4, 7 и 8, образующих единое целое и, без 


сомнения, бывших таковым у какого-то из предшественников 
Евклида. 
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В самом деле, пусть некоторая прямая АВ как-либо 
рассечена в точке С (черт. 8); я утверждаю, что учетве- 
рённый прямоугольник, заключённый между АВ и БС 
вместе с квадратом на АС, равен квадрату, надстроенному 
на АВ и ВС, как на одной прямой. 

Действительно, продолжим ВО 
по прямой [к прямой АВ], отложим 
ВО, равную СВ, надстроим на АР 
квадрат АЕТО и вычертим дважды 
ту же фигуру *). 

Поскольку теперь СВ равна 
ВО, но СВ равна НК, ВО же 
равна АМ, и значит, ЯК равна АМ. 
Вследствие того же вот и ОР 
равно РО. И поскольку ВС рав- 
на ВО, НК же равна АМ, то зна- 
чит, и «площадь» СК’ будет равна 
КО, НР же равна Р№. Но СК 
равна РМ, ибо они «дополнения» в параллелограмме 
СО (предложение 43 книги [); и значит, КО равна НР; 
значит, четыре ‹площади» ОК, СК, НР, РМ равны 
между собой. Значит, все четыре будут учетверён- 
ное СК. 

Далее, поскольку СВ равна ВО, но ВО равна ВК, 
то-есть СН, СВ же равна НК, то-есть НО, значит, и СН 
равна НО. И поскольку СН равна НО, ОР же равна РО, 
то и <площадь> АН равняется МО (предложение 36 кни- 
ги ), а ОЁ «площади» Р/. 

Но МО равна @Ё, ибо они «дополнения» в паралле-. 
лограмме МД; и значит, АН равно РГ; значит, четыре 
площади АН, МО, ОЁ, РТ равны между собой; значит, 
все четыре <вместе> — учетверённое АН. Доказано же, 
что и четыре СК, КО, НР, РМ «вместе» учетверённое СК; 
значит, эти восемь «площадей», которые заключают гно- 
мон $ТУ, — учетверённое АК. И поскольку АК есть пря- 


*) Т. е. построим не один гномон, как в предложении 7, а 
два — при точке () и при точке К, т. е. проведём диаметр ОЕ и 
прямые ВСЁ, СЦ, параллельные ОГ, АЕ, и ММ, ХО, параллельные 
АР, ЕТ. 
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моугольник между АВ, ВО, ибо ВК равна ВО, значит, 
четырежды «взятый» прямоугольник между АВ и ВО ра- 
вен учетверённому АК. 

Доказано же, что учетверённое АК’ есть и гномон 57У; 
значит, учетверённый прямоугольник между АВ и ВО ра- 
вен гномону 5ТУ. Прибавим общий ХС, который равен 
квадрату на АС; значит, учетверённый прямоугольник, за- 
ключённый между АВ и ВО вместе с квадратом на АС, 
равен гномону 5ТУ и ХО. Но гномон 5ТУ и ХС в целом 
составляют квадрат АЕН), который будет на АД; значит, 
четырежды <взятый> прямоугольник между АВи ВО вместе 
с квадратом на АС равны квадрату на АО; ВО же равна ВС. 
Значит, четырежды «взятый> прямоугольник, заключённый 
между АВи ВС вместе с квадратом на АС, равны квадрату 
на АД, т. е. квадрату, надстроенному на АВ и ВС как 
на одной <прямой». 

Значит, если прямая линия как-либо рассечена, то 
учетверённый прямоугольник, заключённый между всей 
«прямой» и одним из отрезков, вместе с квадратом на 
оставшемся отрезке равен квадрату, надстроенному на всей 
прямой и упомянутом отрезке, как на одной <прямой», 
что и требовалось доказать. 


Предложение 9 


Если прямая линия рассечена на равные и на не- 
равные «части», то квадраты на неравных отрезках 
всей <прямой» «вместе» вдвое больше квадрата на по- 
ловине вместе с квадратом на <прямой> между сече- 
ния.Ми. 

В самом деле, пусть какая-либо прямая АВ рассечена 
на равные части в С, на неравные же в 0); я утверждаю, 
что квадраты на АД и ОВ <вместе> вдвое болыше квад- 
ратов на АС и СД (черт. 9). 

Действительно, из С под прямыми углами к АВ про- 
ведём СЁ (предложение 11 книги [) и отложим её равной 
каждой из АС и СВ, соединим ЕА и ЕВ и через О, па- 
раллельную ЕС, проведём ДГ, а через [, параллельную АВ, 
проведём /Н и соединим 4Г. И поскольку АС равна СЁ, 
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= 


то и угол ЕАС равен АЕС (предложение э книги |. 
И поскольку угол при С прямой, то значит, остальные 
углы ЕАС и АЕС «вместе» равны одному прямому (прелд- 
ложение 32 книги 1); и они равны; значит, каждый из 
углов СЕА и САЕ есть половина прямого. 

Вследствие того же вот и каждый из углов СЕВ, 
ЕВС — половина прямого; значит, весь угол АЕВ прямой. 
И поскольку угол НЕ! половина прямого; угол же ЕН! 

7. прямой; ибо он равен 
внутреннему  противоле- 
жа'цему ЕСВ (по предло- 

/ жению 29 книги 1); значит, 
остающийся угол Е/Н 
есть половина прямого; 
значит, угол НЕТ равен 


А т 7 г. ЕН; так что сторона ЕН 
равна НГ (предложение 6 
Черт. 9. книги [). Далее, посколька 


угол при ВБ — половину 
прямого, угол же Г/В прямой, ибо он опять равен внутренне- 
му и противолежащему углу ЕСВ (по предложению 29 кни- 
ги [); значит, остающийся угол В) — половина прямого; зна- 
чит, угол при В равен /)/В; так что и сторона ГО равна 
стороне ОВ (предложение 6 книги 1). И поскольку АС равна 
СЕ, тои квадрат на АС равен квадрату на СР; значит, квад- 
раты на АСи СЁ составляют удвоенный квадрат на АС. 
Квадратам же на АС и СЁ равен квадрат на БА, ибо угол 
АСЕ прямой; значит, квадрат на ЕА вдвое больше квадрата 
на АС. Далее, поскольку ЕН равна Н! (предложение 34 
книги 1), то и квадрат на ЕН равен квадрату на НГ; зна- 
чит, квадраты на ЕН, Н! вдвое болыше квадрата на Н/. 
Квадратам жг на ЕН, НГ равен квадрат на ЕГ; значит, 
квадрат на Е] вдвое болыше квадрата на НГ. Но Н! 
равна СО; значит, квадрат на Е/ есть удвоенный квадрат 
на СО. Но и квадрат на ЕА есть удвоенный квадрат на АС; 
значит, квадраты на АЕ и Е] «вместе> в два раза больше 
«вместе взятых» квадратов на АС и СО. Квадратам же на 
АЕ и Е! «вместе» равен квадрат на АГ, ибо угол АЕТ 
прямой (предложение 47 книги 1); значит, квадрат на А/ 
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вдвое больше «вместе взятых» квадратов на АС и СРО. 
Квадрату же на АГ равны квадраты на АД и ОЛ ибо 
угол при О прямой; значит, квадраты на „АР и О/ вдвое 
больше квадратов на АС и СО. Но’БГ равна ДВ; 
значит, квадраты на АД и ДВ вдвое болыше квадратов 
на АС и СО. 

Значит, если прямая рассечена на равные и на нерав- 
ные «части», то квадраты на неравных отрезках всей <пря- 
мой» «вместе» вдвое больше квадрата на половине вместе 
с квадратом на ‹прямой> между сечениями, что и требо- 
валось доказать (15, 16, 17, 18). 


Предложение 10 


Если прямая линия рассечена пополам и к ней «по 
прямой» приставлена какая-нибудь другая прямая, то 
квадрат на всей прямой с приставленной ц квадрат на 
приставленной «вместе взя- 
тые» вдвое больше квадрата 
на половине ий квадрата, 
надстроенного на половине и 
приставленной как на одной 
прямой. 

`В самом деле, пусть какая- 
либо прямая АВ рассечена 
пополам в С, к ней же «по 
прямой» приставлена какая- Черт. 10. 
нибудь другая прямая ВО 
(черт. 10); я утверждаю, что квадраты на АД и ОВ 
«вместе взятые» вдвое больше квадратов на АС и СРО. 

Действительно, из точки С под прямыми углами к АВ 
. проведём СЁ, отложим её равной каждой из АС, СВ и 
соединим ЕА и ЕВ; и через Е, параллельную АД, про- 
ведём Е/, через же Д, параллельную СЁ, проведём Г). 
И поскольку на параллельные прямые ЕС и Г) упала не- 
которая прямая Е/, то значит, углы СЕГи ЕПШ) <вместе» 
равны двум прямым (предложение 29 книги [); значит, 
углы /ЕВ и Е вместе меньше двух прямых; прямые же, 
продолженные в сторону углов, меныних двух прямых, 


/ 
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сходятся; значит, ЕВ, [), продолженные в сторону Вир, 
сойдутся. Продолжим их и пусть они сойдутся в Н; со- 
единим АН. И поскольку АС равна СЁ, и угол ЕАС равен 
АЕС (предложение 5 книги 1);-и угол при С прямой; зна- 
чиг, каждый из углов БАС, АЕС — половина прямого 
(предложение 32 книги [). Вследствие того же вот и 
каждый из углов СЕВ, ЕВС — половина прямого; значит, 
угол АЕБ прямой. И поскольку угол ЕВС — половина 
прямого, то значит, и угол ОВН половина прямого (пред- 
ложение 15 книги 1). Но и угол ВОН прямой, ибо он 
равен углу ДСЁ; они накрестлежащие (предложение 29 
книги 1); значит, остающийся угол РИВ половина прямого; 
значит, угол ОНВ равен ОВН, так что и сторона ВО 
равна стороне НО (предложение 6 книги Г). Далее, но- 
скольку угол ЕН! — половина прямого, угол же при / 
прямой, ибо он равен противоположному углу при С 
{предложение 34 книги [); значит, остающийся угол [ЕН — 
половина прямого (предложение 32 книги 1); значит, угол 
ЕН равен ГЕН, так что и сторона НГ равна стороне ЕГ. 
И поскольку [ЕС равна СА и] квадрат на ЕС равен квад- 
рату на СА; значит, квадраты на ЕСи СА «вместе» вдвое 
больше квадрата на СА. Квадратам же на ЕС и СА равен 
квадрат на БА (предложение 47 книги [); значит, квадрат 
на ЕА вдвое больше квадрата на АС. Далее, поскольку 
[Н равна ЕТ, и квадрат на /[Н равен квадрату на ГЕ, зна- 
чит, квадраты на Н[и на 1/Е «вместе» вдвое больше квад- 
рата на Е/. Квадратам же на НГ и [Е «вместе» равен 
квадрат на ЕН (предложение 47 книги [); значит, квадрат 
на ЕН вдвое болыше квадрата на Е/. Но ЕГ равна СО 
(предложение 34 книги [), значит квадрат на ЕН. вдвое 
больше квадрата на СО. Доказано же, что и квадрат на 
ЕА вдвое больше квадрата на АС, значит, квадраты на АЕ 
и ЕН «вместе» вдвое болыше «вместе взятых» квадратов 
на АС и СО. Квадратам же на АЕ и ЕН равен квадрат 
на АН (предложение 47 книги Г); значит, квадрат на АН 
вдвое больше квадратов на АСи СО. Квадрату же на АН 
равны ‹<вместе взятые» квадраты на АД и ОН; значит, 
квадраты на АД и на ОН вдвое больше квадратов 
на АС и СО. Но ОН равна 'ОВ; значит, квадраты 
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на АД и ОВ «вместе» вдвое больше квадратов на АС 
и СО. 

Значит, если прямая линия рассечена пополам и к ней 
«но прямой» приставлена какая-нибудь прямая, то квадрат 
на всей прямой с приставленной и квадрат на приставлен- 
ной «вместе взятые» вдвое больше квадрата на половине 
и квадрата, надстроенного на половине и приставленной 
как на одной прямой, что и требовалось доказать (19). 


Предложение 11 


Данную прямую рассечь так, чтобы прямоугольник, 
заключённый между целой ци одним из отрезков, был 
равен квадрату на оставшемся от- 7 
резке *). 

Пусть данная прямая будет АВ 
(черт. 11); вот требуется АВ рассечь 
так, чтобы прямоугольник, заключённый @ В 
между целой и одним из отрезков, был РЯ 
равен квадрату на оставшемся отрезке. 

Надстроим на АВ квадрат АВОС Е 
(предложение 46 книги [), рассечём АС 
пополам в точке Е, соединим ВЕ, про- 
должим СА до Г, отложим Е, равную 
ВЕ, надстроим на АГ квадрат /б и © к 2 
продолжим НО до К; я утверждаю, Черт. 11. 
что АВ рассечена в С так, что прямо- 
угольник, заключённый между АВ, ВО, она делает равным 
квадрату на АС. 

Действительно, поскольку АС рассечена пополам в Е 
и к ней прикладывается ГА, то значит, прямоугольник, 
‚ заключённый между СГ, ГА, вместе с квадратом на АБ, 
равен квадрату на Е/ (предложение 6). Е/ же равна ЕВ; 
значит, прямоугольник между СГ ГА, вместе с квадратом 


*) Это так называемое золотое сечение или деление в сред- 
нем и крайнем отношении, когда линия делится так, что больший 
отрезок является средней пропорциональной между всей линией 
и меньшим отрезком. Современное решение читатель может найти 
в любом учебнике геометрии. 
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на АЕ, равен квадрату на ЕВ. Но квадрату на ЕВ равны 
квадраты на ВА и АЕ <вместе»; ибо угол при А прямой 
(предложение 47 книги [); значит, прямоугольник между 
СТ, ГА, вместе с квадратом на АЕ, равен «вместе взятым» 
квадратам на ВА и на АБ. Отнимем общий квадрат на АЕ; 
значит, остающийся прямоугольник, заключённый между 
СГ, ГА, равен квадрату на АВ. И прямоугольник между 
СТ, ГА есть ГК, ибо АГ равна /Н; квадрат же на АВ есть АО; 
значит, /К равно АД. Отнимем общий АК, значит, оста- 
ток [@ равен СО. И СР есть прямоугольник между АБ, 
ВО, ибо АВ равна ВО; ГО же есть квадрат на АС; зна- 
чит, прямоугольник, заключённый между АВ и ВД, равен 
квадрату на СА. 

Значит, данная прямая АВ рассечена в С так, что 
прямоугольник, заключённый между АВ, ВС, она делает 
равным квадрату на СА, что и требовалось сделать (20, 21). 


Предложение 12 


В тупоугольных треугольниках квадрат на стортне, 
стягивающей тупой угол, больше «вместе взятых» квад- 
ратов на сторонах, содержащих тупой угол, на дважды 
взятый прямоугольник, заключённый между одной из 
сторон при тупом угле, на которую падает перпенди- 
куляр, и отсекаемым этим перпендикуляром снаружи 
отрезком при тупом угле. 

Пусть тупоугольный треугольник будет АВС, имеющий 
гупой угол ВАС, и пусть из точки В на продолженную СА 
будет опущен перпендикуляр ВД. 

Я утверждаю, что квадрат на ВС больше ‚ квадратов 
на ВА и АС «вместе» на дважды взятый прямоугольник, 
заключённый между СА, АД (черт. 12). 

Действительно, поскольку прямая СДО рассечена как- 
нибудь в точке А, то значит (по предложению 4), квадрат 
на ОС равен квадратам на СА и АД и дважды ‹взятому> 
прямоугольнику между СА, АО. Прибавим общий квадрат 
на ОВ; значит, квадраты на СОР и РВ «вместе» равны 
квадратам на СА, на АО, на ОВ и дважды <взятому> 
[прямоугольнику, заключённому| между СА, АД. Но квад- 
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ратам на СО и ОВ равен квадрат на СВ, ибо угол при р 
прямой (предложение 47 книги 1[); квадратам же на АО 
и ОВ «вместе» равен квадрат на АВ; значит, квадрат на 
СВ равен квадратам на СА и АВ и дважды «взятому» 
прямоугольнику, заключённому 
между СА, АД; так что квадрат 
на СВ больше квадратов на СА 
и АВ на дважды <взятый> пря- 
моугольник, заключённый между 
СА, АР. 

Значит, в тупоугольных тре- 
угольниках квадрат на стороне, 
стягивающей тупой угол, больше > 
«вместе взятых» квадратов на 2 я 
сторонах, содержащих тупой угол, Черт. 12. 
на дважды <«взятый> прямоуголь- 
ник, заключённый между одной из сторон при тупом угле, 
на которую падает перпендикуляр, и отсекаемым этим 
периендикуляром снаружи отрезком при тупом угле, что 
и требовалось доказать. 


Предложение 13 


‚В остроугольных треугольниках квадрат на стороне, 
стягивающей острый угол, меньше «вместе взятых» 
квадратов на заключающих острый угол сторонах на 
дважды взятый прямоугольник, заключённый между 
одной из сторон при остром угле, на которую падает 
перпендикуляр, и отсекаемым этим перпендикуляром 
внутрь отрезком при остром угле. 

Пусть остроугольный треугольник будет АВС, имеющий 
острый угол при В, и пусть из точки А на ВС будет про- 
ведён перпендикуляр АД (черт. 13); я утверждаю, что 
квадрат на АС меньше квадратов на СВ и ВА «вместе» 
на дважды ‹взятый» прямоугольник, заключённый между 
СВ, ВО. 

Действительно, поскольку прямая СВ рассечена как- 
нибудь в точке О, то значит (по предложению 7), квад- 
раты на СВ и ВО равны удвоенному прямоугольнику, 
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заключённому между СВ, ВО и квадрату на ОС. Прибавим 
общий квадрат на ДА; значит, квадраты на СВ, на ОВ, 
на ДА «вместе» равны дважды <взятому» прямоугольнику, 
заключённому между СВ, ВО, и квадратам на АД и ОС. 
Но квадратам на ВОДО и ДА равен квадрат на АВ, ибо 
д угол при ДО прямой (предложение 
47 книги Г); квадратам же на АД и 
ОС равен квадрат на АС; значит, 
квадраты на СВ и АВ «вместе» 
равны квадрату на АС и дважды 
«взятому» прямоугольнику между СВ, 
ВР, так что один только квадрат на 
АС меньше квадратов на СВ и ВА 
на дважды ‹<взятый» прямоугольник, 

В 7 с заключённый между СВ, ВО. 
Значит, в остроугольных тре- 
угольниках квадрат на стороне, стя- 
гивающей острый угол, меньше 
<вместе взятых> квадратов на заключающих острый угол 
сторонах на дважды ‹взятый» прямоугольник, заключённый 
между одной из сторон при остром угле, на которую па- 
дает перпендикуляр, и отсекаемым этим перпендикуляром 


внутрь отрезком при остром угле, что и требовалось дока- 
зать (22, 23, 24, 25). 


Черт. 13. 


Предложение 14 


Построить квадрат, равный данной прямолинейной 
фигуре. 

Пусть данная прямолинейная «фигура» будет АД; вот 
требуется построить квадрат, равный прямолинейной фи- 
гуре А (черт. 14). 

Построим равный прямолинейной фигуре А прямоуголь- 
ный параллелограмм ВО (предложение 45 книги 1[); если 
теперь ВЕ будет равно ЕД), то заданное было бы выпол- 
нено. Действительно, построен равный данной прямолиней- 
ной фигуре А квадрат ВО; если же нет, то одна из ВЕ, 
ЕР будет большей. Пусть большей будет ВЕ, продолжим 
её до Ги отложим ЕГ, равную ЕД; рассечём В! пополам 
в Н (предложение 10 книги 1); из центра Н раствором 
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одним из ВН или НГ опишем полукруг ВОГ, продолжим 
РЕ до С и соединим НО. 

Поскольку теперь прямая ВБ/ рассечена на равные <от- 
резки» в Н, а на неравные в Е, то (предложение 5) 
значит, прямоугольник, заключённый между ВЕ, ЕТ вместе 
с квадратом на ЕН, равен 
квадрату на Н/. 

Н! же равна НС; значит, 
прямоугольник между ВЕ, 
ЕТ вместе с квадратом на 
ЕН равен квадрату на НО. 
Квадрату же на НО равны 
квадраты на СЁ и ЕН <вме- 
сте> (предложение 47 кни- 
ги |); значит, прямоугольник 
между ВЕ, Е! вместе с 
квадратом на НЕЁ равен квад- 
ратам на СЕ и ЕН. Отни- 
мем общий квадрат на НЕ; 
тогда остающийся прямо- Черт. 14. 
угольник, заключённый ме- 
жду РЕ, ЕГ, равен квадрату на ЕС. Но прямоугольник 
между ВЕ, ЕГ, есть ВО, ибо ЕГ равна ЕД; значит, парал- 
лелограмм ВПО равен квадрату на СЕ. 

ВР же равен прямолинейной фигуре А. И значит, 
прямолинейная фигура А равна квадрату, который будет 
надстраиваться на ЕС. 

Значит, построен равный данной прямолинейной фигу- 
ре А квадрат, <именно тот», который будет надстраиваться 
на ЕС, что и следовало сделать (26, 27). 


—#— 


КНИГА ТРЕТЬЯ 


еГ2ГаГегегегГеГаГетеГегетеГеГеГеГГеТеГаТеГе] 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


1. Равные круги суть те, у которых диаметры равны 
или «прямые» из центра *) равны (1). 

2. Утверждают **), что прямая касается ***) круга, 
если она встречает круг, но при продолжении не пере- 
секает круга (2). 

3. Утверждают, что хруги касаются друг друга, если 
они, встречаясь, не пересекают друг друга. 

4. Утверждают, что в круге прямые равноотстоят 
от центра, если прямые перпендикуляры, проведённые к 
ним из центра, равны. 

5. Утверждают, что отстоит больше та, на которую 
падает больший перпендикуляр (3). 

6. Сегмент круга ****) есть фигура, заключающаяся меж- 
ду прямой и обводом *****) круга. 


*) У Евклида нет термина «радиус»; вместо него он поль- 
зуется выражением 7 сх тоб х:ут0о00 (подразумевая 11 и:уп- проведён- 
ная). 

**) УЕвклида )Ё1:та. Термин 1%, повидимому, употребляется 
в том же смысле, как при изложении хода доказательства, где 
61% значит «я утверждаю>. Так как определение носит явно 
аксиоматический оттенок, то не следует переводить «говорят» 
(Гейберг) или «называется» (Петрушевский). - 

***) У Евклида ёфаттони — дотрагиваюсь сверху, в противо- 
положность более общему апт — трогаю, которое в этом опре- 
делении и в следующем переводится просто «встречает». 

*+**) Трлиа — буквально «отрезок», латинское зестещит яв- 
ляется буквальным переводом греческого термина. 

*#*%*) Слово пеошрёона у Евклида употребляется как в смысле 
полной окружности круга, так и её части — дуги. Ввиду того, что 
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7. Угол же сегмента тот, который заключается между 
прямой и обводом круга (4). 

8. Угол же в сегменте будет угол, заключающий- 
ся между соединяющими прямыми, если взять какую- 
нибуль точку на обводе сегмента и соединить её пря- 
мыми с концами той прямой, которая является основа- 
нием сегмента. 

9. Если же заключающие угол прямые отсекают какой- 
нибуль обвод, то говорят, что угол на него опирается *). 
‚ 10. Сектор же круга **) есть фигура, которая, если 
построить при центре круга угол, заключается между пря- 
мыми, заключающими этот угол, и отсекаемым ими о0б- 
водом. 

11. Подобные сегменты кругов суть вмещающие рав- 
ные углы или в которых углы равны между собой (опре- 
деление 8). 


Предложение 1 


Найти центр данного круга. 

Пусть данный круг будет АВС; вот требуется найти 
центр круга АБС. 

`Проведём как-нибудь в нём некоторую прямую АВ, 
рассечём её пополам в точке О, из О под прямыми углами 
к АВ проведём ОС (предложение 11 книги [), продолжим 
до Е и рассечём СЁ пополам в Г (черт. 1). Я утверждаю, 
что [Г есть центр [круга] АВС. 

Действительно, пусть не так, но, если возможно, пусть 
будет Н. <центром»; соединим НА, НО, НВ. И поскольку 


это обстоятельство очень характерно для изложения Евклида, мы 
в дальнейшем будем пользоваться термином «обвод», предста- 
вляющим буквальный перевод греческого пеошрёремя (пери -- 
—- фЁроваи — несусь кругом). 

*) У Евклида ВеВихёуа — производная форма от Вау — 
шагаю, ступаю. Форма В=Втха обозначает, что я ступил и стою 
неподвижно. 

**) У Евклида тоцебс, т. е. резец. Латинское зебог представ- 
ляет буквальный перевод этого слова. 


6 Евклид 
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АР равна ОВ, а ОН общая, то вот две прямые АД, РН 
равны двум НО, ОВ каждая каждой; и основание НА равно 
основанию: -НВ (ибо «обе» «из 
[А центра»*); значит — (предложе- 
ние 8 книги [), угол АДН равен 
НОВ. Если же прямая, восстав- 
ленная на прямой, образует смеж- 
ные углы, равные между собой, 
то каждый из равных углов пря- 
мой (определение 10 книги 1} 
значит, угол НОВ прямой. Но 
и ГОВ прямой; значит, ГОВ равен 
НОВ — болыний меньшему, что 
невозможно. Значит, Н не есть 
центр круга АВС. Подобным обра- 
Черт. 1. зом докажем, что и никакая дру- 
гая точка, кроме /. 
Значит, точка / есть центр [круга| АВС. 


Следствие 


Из этого вот ясно, что если в круге какая-либо пря- 
мая рассекает другую прямую пополам и под прямым уг- 
лом, то на секущей прямой находится центр круга — это 
и требовалось сделать **) (5). 


Предложение 2 


Если на обводе круга взять какие-либо две точки, то 
прямая, соединяющая эти точки, попадёт внутрь круга. 

Пусть круг будет АВС и на обводе его взяты какие-либо 
две точки А, В. Я утверждаю, что соединяющая Ас В 
прямая попадёт внутрь круга (черт. 2). 

Действительно, пусть не так, но, если возможно, пусть 
упадёт вне «круга», как АЕВ; возьмём центр круга АВС 
(предложение 1), и пусть он будет О; соединим ДА, ДВ 
и продолжим О/Ё. 


*) Т. е. радиусы. 
**) Опер Е0еи подоан Эти слова представляют заключение пред- 
ложения | и должны предшествовать следствию. 
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Поскольку теперь ДА равно ОВ, то, значит, и угол 
РАЕ равен ОВЕ (предложение 5 книги [); и поскольку в 
треугольнике ОБЕ продолжена одна сторона АЁЕВ, то, зна- 
чит, угол ОЕВ будет больше 
ДАЕ (предложение 16 книги |). 

Угол же ДАЁЕ равен ОВЕ; С 
значит. ДЕВ больше ДВЕ. 

Больший же угол стягивается 

большей стороной (предложе- ДД 

ние 19 книги Г); значит, ОВ 

больше ДЕ. ОВ же равна ОГ. 

Значит, 0/ больше ДЕ, мень- 

шая большей, что невозможно. о 

Значит, соединяющая А с В Г: 

прямая не попадёт вне кру- 
га. Подобным вот образом 
докажем, что и не на самый обвод; значит, внутрь. 

Значит, если на обводе круга взять две какие-либо 
точки, то прямая, их соединяющая, попадёт внутрь круга, 
что и требовалось доказать. 


Черт. 2. 


Предложение 3 


Если в круге некоторая «проходящая» через центр 
прямая другую, не <проходящую> через центр прямую 
сечёт пополам, то сечёт её ип под прямыми углами; и 
если сечёт её под прямыми углами, то сечёт её и пополам. 

Пусть круг будет АВС и в нём некоторая (черт. 3) 
<проходящая> через центр прямая СО другую, не <прохо- 
дящую> через центр прямую АВ сечёт пополам в точке /; 
я утверждаю, что она сечёт её и под прямыми углами. 

Действительно, возьмём центр круга АВС (предложе- 
ние 1), и пусть он будет ЕЁ, соединим БА, ЕВ. 

И поскольку АГ равна /В, [Е же общая, то две <сто- 
роны> равны двум; и основание ЕА равно основанию ЕВ; 
значит, угол А/ЁЕ равен углу ВЕ (предложение 8 книги 1). 
Если же прямая, восставленная на прямой, образует смеж- 
ные углы, равные между собой, то каждый из равных уг- 
лов прямой (определение 10 книги 1). Следовательно, 
6* 
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каждый из углов 4/ЁЕ, ВГЕ прямой. Значит, прямая СО, 

проходящая через центр, секущая пополам прямую АВ, не 

проходящую через центр, сечёт её и под прямыми углами. 

Но вот пусть СД сечёт АВ 

С под прямыми углами; я утверждаю, 

что она сечёт её и пополам, т.е. 
что 4/ равна /В. 

Действительно, если сделать 
те же самые построения, то по- 
скольку ЕА равна ЕВ и угол 
ЕАГ равен ЕБГ (предложение 5 
книги |). Но и прямой угол А/Е 
равен прямому БГЕ; значит, су- 
ществуют два треугольника БА/, 
р. ЕВ, имеющих два угла равными 
двум углам и одну сторону, 
равную одной стороне, <именно», 
общую их сторону ЕГ, стягивающую один из равных углов; 
значит, и остальные стороны они будут иметь равными 
остальным сторонам (предложение 26 книги [); значит, 4/ 
равна /В. 

Значит, если в круге некоторая «проходящая» через 
центр прямая другую, не «проходящую» через центр пря- 
мую сечёт пополам, то сечёт её под прямыми углами, и 
если сечёт её под прямыми углами, то сечёт её и пополам, 
что и требовалось доказать. 


Черт. 3. 


Предложение 4 


Если в круге секут друг друга две прямые, не про- 
ходящие через центр, то они не секут друг друга по- 
полам. 

Пусть будет круг АВСО и в нём две прямые АС, ВД, 
не проходящие через центр, секут друг друга в Е; я ут- 
верждаю, что они не секут друг друга пополам (черт. 4). 

Действительно, если возможно, пусть они секут друг 
друга пополам, так что АЕ равна ЕС, а ВЕ равна ЕО; 
возьмём центр круга АВСО (предложение 1), пусть он 
будет /, и соединим /Ё. 
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Поскольку теперь некоторая проходящая через центр 
прямая /Е другую, не проходящую через центр прямую 
АС сечёт пополам, то она сечёт 
её и под прямыми углами; зна- 
чит, угол /ЕА прямой; далее, 
поскольку некоторая прямая /Е 
сечёт другую прямую ВО по- 
полам, то онл сечёт её и под /] р 
прямыми углами; значит, угол 
ГЕВ прямой. Доказано же, что 
и Г/ЕА прямой; значит, [БА 
равен /ЕВ, меньший большему, 


что невозможно. Значит, АС [2] [А 
и ВО не секут друг друга Черт. 4. 
пополам. 


Значит, если в круге секут друг друга две прямые, не 
проходящие через центр, то они не секут друг друга 
пополам, что и требовалось доказать. 


Предложение 5 


Если два круга секут друг друга, то у них не бу- 
дет один и тот же центр. 

Пусть два круга АВС, СОН секут друг друга в точках В, 
С. Я утверждаю, что у них не 
будет один и тот же центр 
(черт. 95). 

Действительно, если воз- 
можно, пусть он будет в Е; 
соединим ЕС и проведём как- 
нибудь ЕН. И поскольку 
точка Е — центр круга АВС, 
ЕС равна ЕГ. Далее, посколь- 
ку точка Е центр круга СВАЯ, 
ЕС равна ЕН; доказано же, 

Черт. 5. что ЕС равна и ЕГ; значит, 

и БГ равно ЕН, менышая 

большей, что невозможно. Значит, точка Е не будет 
центром кругов АВС, СОН. 
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Значит, если два круга секут друг друга, то у них 
не будет один и тот же центр, что и требовалось до- 
казать. 


Предложение 6 


Если два круга касаются друг друга, то у них не 
будет один и тот же центр. 

Пусть два круга АВС, СОЕ касаются друг друга в 

точке С. Я утверждаю, что у 

них не будет один и тот же 


6, центр (черт. 6). 
в Действительно, если возмож- 


но, пусть будет Г; соединим /С и 
проведём как-нибудь /ЕВ. 
Поскольку теперь точка / есть 
центр круга АВС, то ГС равна /1В. 
Далее, поскольку точка Г есть 
центр круга СОЁЕ, то ГС равна /Ё. 
Доказано же, что /С равна /[В; и 
Черт. 6 значит, /Е равна /В, меньшая 
большей, что невозможно. Зна- 
чит, точка / не будет центром кругов АВС, СОЕ. 
Значит, если два круга касаются друг друга, то у них 
не будет один и тот же центр, что и требовалось дока- 
зать (6, 7, 8). 


Предложение 7 


Если в круге на диаметре взята некоторая точка, ко- 
торая не будет центром круга, и из этой точки выходят *) 
к кругу несколько прямых, то наибольшей будет та, на 
которой центр, наименьшей же — её остаток. Из других 
же более близкая к «проходящей» через центр всегда 
больше более удалённой, и только <по> две равные пря- 
мые выйдут из этой точки к кругу «по одной» с каж- 
дой стороны от наименьшей. 


*) поостилтюсцу — более точно было бы «устремляются» (питлю — 
падаю). 
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Пусть круг будет АВСО, диаметр же его АД и на АР 
взята некоторая точка /, которая не будет центром круга 
(черт. 7), центр же круга пусть будет Е, и из Г пусть вы- 
ходят к кругу АВС несколько прямых /В, ГС, ГИ; я 
утверждаю, что наибольшей будет /А, а наименьшей ГО, 
из других же /В больше ГС, а ГС больше /Н. 

Действительно, соединим ВЕ, СЕ, НЕ. И поскольку 
во всяком треугольнике две стороны «вместе» больше 
оставшейся (предложение 20 книги 1[), то, значит, ЕВ 
«вместе с» Е/ больше ВГ. АЕ 
же равна ВЕ [значит, ВЕ, Е1 
разны АГ; значит, А/ боль- 
ше ВГ. Далее, поскольку ВЕ 
равна СЁ, [Е же общая, то вот 
две ВЕ, Е! вместе равны двум 
СЕ, ЕТ. Но и угол ВЕТ боль- 
ше угла СЁЕГ; значит, и осно- 
вание ВГ больше основания СГ 
(предложение 24 книги |1). 
Вследствие того же вот и С/ 
больше /Н. 

Далее, поскольку НГ, [Е 
°’ «вместе» больше ЕН, ЕН же 
равна ЕД, то, значит, НГ, [Е больше ЕД. Отнимем общую 
ЕГ; значит, остаток НЫ! болыше остатка //). Значит, наи- 
большей будет прямая Г[ГА, наименьшей же — /1), при- 
чём /В больше [С, а ГС больше ГМ. 

Я утверждаю также, что из точки / выйдут к кругу 
АВС только «по» две равные прямые «по одной» 
с каждой стороны от наименьшей /). Действительно, по- 
строим: на прямой Е! при её точке Е угол ГЕОС, равный 
ГЕН (предложение 23 книги 1), и соединим /С. Поскольку 
теперь НЕ равна Е@, ЕТ же общая, то вот две <сто- 
роны» НЕЁ, Е! равны двум СЕ, ЕГ; и угол НЕГ равен 
углу СЁЕ/; значит, основание [Н равно основанию /@. Вот 
я утверждаю, что другой, равной /Н, не выйдет к кругу 
из точки /. Действительно, если возможно, пусть выйдет 
к кругу такая /К. И поскольку [К равна /Н, но Г@ [рав- 
на] /Н, то, значит, [К равна ГЦ, т. е. ближайшая к центру 


Черт. 7. 
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равна более удалённой; это же невозможно *); значит, из 
точки [ не выйдет к кругу никакой другой равной Н/ 
прямой; значит, только одна. 

Значит, если в круге на диаметре взята некоторая 
точка, которая не будет центром круга, и из этой точки 
выходят к кругу несколько прямых, то наибольшей будет 
та, на: которой центр, наименымей же — её остаток, из 
других же более близкая к «проходящей» через центр 
всегда болыше более удалённой и только «по» две 
равные прямые выйдут из этой точки к кругу <по од- 
ной > с каждой стороны от наименьшей; это и требова- 
лось доказать (9). 


Предложение 8 


Если взята вне круга некоторая точка и из этой 
точки проводятся к кругу несколько прямых, из кото- 
рых одна через центр, а другие как-нибудь, то’ из пря- 
мых, направленных к вогнутому обводу, наибольшая та, 
которая через центр, а из других более близкая к про- 
ходящей через центр всегда больше более удалённой, из 
прямых же, направленных к выпуклому обводу, наимень- 
щая та, которая находится между данной точкой и 
диаметром, а из других более близкая к наименьшей 
всегда меньще более удалённой и только <по» две рав- 
ные прямые выходят из этой точки к кругу <по одной» 
с каждой стороны наименьшей. 

Пусть круг будет АВС, и пусть вне круга АВС взята 
некоторая точка 2) и из неё проводятся несколько прямых 
РА, РЕ, Ор ОС, и пусть РА будет через центр. Я ут- 
верждаю (черт. 8), что из прямых, направленных к во- 
гнутому обводу АБ/С, наибольшая та, которая через центр — 


*) В этом месте в некоторых рукописях стоит следующий 
абзац, который Гейберг не относит к первоначальному тексту 
Евклида, помещая его в приложении: 

«Или и таким образом. Соединим ЕК. И поскольку НЕ 
равна ЕА, Е/ же общая, и основание /Н равно основанию /К, 
то, значит, угол НЕГ равен углу КЕГ. Но угол НЕГ равен углу 
СЕГ, и, значит, он равен углу КЕГ — меньший большему; что 
невозможно». 
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РА, ОЕ же больше ОГ, ОГ же больше ДОС, из прямых 
же, направленных к выпуклому обволу СЁКН, наименьшая 
ОН, которая между точкой и диаметром АН, более же 
близкая к наименьшей ОН всегда меныше более удалён- 
ной, <а именно», ОК меньше ОД, ОЁ же меньше ДО. 

Возьмём центр круга АВС, и пусть он будет М; со- 
единим МЕ, МГ МС, МК, МЕ, МОС. 

И поскольку АМ равна ЕМ, прибавим общую МБ; 
значит, АД равна ЕМ, МО. Но ЕМ, МО «вместе» больше 
ЕР (предложение 20 книги 1); и р 
значит, АР больше ЕО. Далее, 
поскольку МЕ равна МГ, МО же 
общая, то, значит, Е/М, МБ рав- 
ны /М. МО; и угол ЕМО больше 
угла МО. Значит, основание ЕР 
больше основания //). Таким же 
вот образом докажем, что и Ш 
больше СДО; значит, наибольшая 
РА, ОЕ же болыше ОГ (пред- 
ложение 24 книги [), БОГ же 
больше ДС. 

И поскольку МК и КВ «вме- 
ете> больше ЛМДО (предложение 
20 книги 1), МН же равна МК, 
то, значит, остаток КД больше 
остатка НО; так что НР меньше КД; и поскольку в 
треугольнике МЁО на одной из сторон внутри восставле- 
ны две прямые МК, КО, то значит, МА, КО «вместе» 
меньше ЛИС, СО (предложение 21 книги [); МК же равна 
МЕ; значит, остаток ОК меньше остатка ОЕ. Таким же 
вот образом докажем, что и 0 меньше ШОС; значит, 
наименьшая ОН, ОК же меньше ОР и ОГ меньше ДО. 
Я утверждаю, что только <по» две равные прямые на- 
правляются из точки ОД к кругу «по одной» с каждой 
стороны наименьшей ДОН. 

Построим на прямой МР и при её точке М угол 
ОМВ, равный углу КМО (предложение 23 книги |, и 
соединим ОБ. И поскольку МК равна МВ, МО же общая, 
то вот две <стороны» КМ, МО равны двум ВМ, МГ» 


Черт. 8. 
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каждая каждой; и угол А/МО равен углу ВМО; значит, 
основание ОК’ равно основанию ОВ (предложение 4 кни- 
ги |). Я утверждаю, что никакая другая равная ОК’ прямая 
не выйдет к кругу из точки ДО. Действительно, если воз- 
можно, пусть выйдет и будут ОМ. Поскольку теперь ОК 
равна ОМ, но ДОК равна ДВ, и значит, ОВ равна ОМ, 
<т. е.» более близкая к наименьшей ОН равна более 
удалённой, что, как доказано, невозможно *). 

Значит, не более двух равных прямых выходят к кру- 
гу АВС из точки О по одной с каждой стороны наимень- 
шей ОН. 

Значит, если взята вне круга некоторая точка и из 
этой точки проводятся к кругу несколько прямых, из ко- 
торых одна. через центр, а другие — как-нибудь, то из 
прямых, направленных к вогнутому обводу, наибольшая та, 
которая через центр, а из других более близкая к прохо- 
дящей через центр всегда больше более удалённой; из 
прямых же, направленных к выпуклому обводу, наимень- 
шая та, которая находится между данной точкой и диа- 
метром, а из других более близкая к наименышей всегда 
меньше более удалённой, и только <по» две равные пря- 
мые выходят из этой точки к кругу по одной с каждой 
стороны наименьшей, что и требовалось доказать. 


Предложение 9 


Если внутри круга взята некоторая точка и из этой 
точки к кругу выходят более чем две равные прямые, 
то взятая точка есть центр круга. 

Пусть круг будет АВС, точка же внутри его ЛД), и из 
О к кругу АБС выходят более чем две равные прямые: 


*) В этом месте в некоторых рукописях находятся следую- 
щие слова, которые Гейберг удаляет из основного текста: «Или 
и иначе. Соединим ММ. Поскольку КМ равна ММ МО же об- 
щая, и основание ДА’равно основанию ОМ, то, значит, угол АМВ 
равен углу ОММ. Но угол КМО равен углу ВМО; и, значит, 
угол ВМО равен углу ММБ — меньший большему; это же не- 
ВОЗМОЖНО». 
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ОА, ОВ, ОС; я утверждаю, что точка О есть центр круга 
АВС (черт. 9). 

Действительно, соединим АВ, ВС и рассечём их попо- 
лам в точках и Г, и соединяющие ЕР, Ш продолжим 
до точек Н, К, С, ЕЁ. 

Поскольку теперь АЕ равна ЕВ, ЕР же общая, то 
вот две <стороны> АЕ, ЕО равны двум ВЕ, ЕР и осно- 
вание ОА равно основанию ДВ; 
значит, угол АЁЕРВ равен углу 
ВЕР (предложение 8 книги 1); 
значит, каждый из углов АБО, 
ВЕР прямой (определение 10 
книги |); значит, НК сечёт АВ 
пополам и под прямыми’ угла- 
ми. И поскольку если в круге 
некоторая прямая сечёт неко- 
торую прямую пополам и под 
прямыми углами, то на секу- 
щей находится центр круга, 
значит, на НК находится центр 
круга. Вследствие того же вот и на СЁ находится центр 
круга АВС. И никакой другой общей <точки», кроме О, 
не имеют прямые НА, СГ; значит, точка О есть центр 
круга АВС. 

`Значит, если внутри круга взята некоторая точка и из 
этой точки к кругу выходят более чем две равные прямые, 


то взятая точка есть центр круга, что и требовалось дока- 
зать (10, 11). 


Предложение 10 


Круг. не сечёт круга более чем в двух точках. 

Действительно, если возможно, пусть круг АВС сечёт 
круг ДЕ! больше, чем в двух точках В, Н, Г, Ц; и со- 
единяющие прямые ВС и ВН пусть будут разделены попо- 
лам в точках Ки [; и проведённые из К и [ под пря- 
мыми углами к ВО, ВН прямые КС, [М пусть будут про- 
должены до точек А, Е (черт. 10). 

Поскольку теперь в круге АВС некоторая прямая АС 
сечёт некоторую прямую ВС пополам и под прямыми 
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углами, то, значит, на АС находится центр круга АВС 
(следствие предложения 1). Далее, поскольку в том же 
самом круге АВС некоторая прямая МХ сечёт некоторую 
прямую ВН пополам и под 
прямыми углами, то, значит, 
на МХ находится центр кру- 
га АБС. 

Доказано же, что он и 
на АС, и прямые АС и МХ 
нигде не встречаются, кроме 
как в О; значит, точка О 
есть центр круга АВС. 

Таким же вот образом 
докажем, что О есть также 
центр и круга ДЕТ; значит, 
у лвух взаимно пересекающихся кругов АВС, ОЕ! один 
и тот же центр О; это же невозможно (предложение 5). 

Значит, круг не сечёт круга более, чем в двух точках, 
что и требовалось доказать (12). 


Предложение 11 


Если два круга касаются между собой изнутри и 
взяты их центры, то соединяю- р 
щая их центры прямая при 
продолжении упадёт в точку 
касания кругов *). 

Пусть два круга АВС, АДЕ 
касаются друг друга изнутри в 
точке А и взяты круга АВС — 
центр /, круга же АДЕ — центр 
Н; я утверждаю, что прямая, 
соединяющая Н © Г при про- 
должении упадёт в А (черт. 11). С 


Черт. 11. 


*) У Евклида п! ту соуафйу песетои — строго говоря не в точку 
касания, а в место или область касания (9191 — просто «сопри- 
косновение>), 
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Действительно, пусть это не так, но, если возможно, 
пусть она упадёт, как /Н О; соединим АГ, АН. 

Поскольку теперь АН, НГ «вместе» больше ГА, то-есть 
ГА, то отнимем общую ГМ; значит, остаток АН больше 
остатка НО. АН же равна НО; и значит, НО больше 
НО — меньшая большей, что невозможно: следовательно, 
соединяющая Г с Н прямая не упадёт во вне; значит, она 
упадёт в точку А касания. 

Значит, если два круга касаются между собой изну- 
три и взяты их центры, то соединяющая их центры пря- 
мая при продолжении упадёт в точку касания кругов, 
что и требовалось доказать (13). 


Предложение 12 


Если два круга касаются друг друга извне, то прямая, 
соединяющая их центры, пройдёт через точку касания *). 
Пусть два круга 
АВС, АРЕ касаются В 

друг друга извне в 
точке А и пусть взя- 
ты круга АВС центр Г, 
круга же АДЕ центр Н; Сл 

я утверждаю, что пря- 

мая, соединяющая [с 

Н, пройдёт через точку Е 
касания АД (черт. 12). 

Действительно, пусть , 
это не так, но, ^ вс. Черт. 12. 
ли возможно, пусть она пройдёт как /СОН; соединим 
АГ, АН. 

Поскольку теперь точка / центр круга АВС, то ГА 
равна /С. Далее, поскольку точка Н центр круга АДЁ, 
то АН равна НО. Доказано же, что и ГА равна ГС; зна- 
чит, ГА, АН «вместе» равны /С, НО; так что вся ([Н 


— 


*) У Евклида 2то$1 — внешнее касание в противоположность 
соуар7 предыдущего предложения, в котором говорилось о вну- 
треннем касании. 
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больше [4, АН; но она и меньше (предложение 20 
книги [), что невозможно. Значит, соединяющая [с Н 
прямая не пройдёт вне точки касания А; значит, через 
неё. 

Значит, если два круга касаются друг друга извне, то 
прямая, соединяющая их центры, пройдёт через точку ка- 
сания, что и требовалось доказать. | 


Предложение 13 


Круг не касается круга более чем в одной точке, 
как изнутри, так и извне. 

Действительно, если возможно, пусть круг АВСР ка- 
сается круга ЕВГ) сперва из- 
нутри больше, чем в одной 
точке, в Д, В (черт. 13). 

И возьмём круга АВСО 
центр /1, ЕВИ) же центр С. 
Значит, прямая, соединяющая 
Н с О, упадёт в Ви О 
(предложение 11). Пусть она 
упадёт как ВНОР. И по- 
скольку точка Н есть центр 
круга АВСО, то ВН равна НО; 

Черт. 13. значит, ВН больше @О; зна- 

чит, подавно ВС больше @Д). 

Далее, поскольку точка С центр круга ЕВ, то ВС 

равна (Л); доказано же, что она и подавно больше, что 

невозможно; значит, круг касается круга изнутри не более, 
чем в одной точке. 

Я утверждаю вот, что то же и извне. 

Действительно, если возможно, пусть круг АСК'` касается 
круга АВСО извне больше, чем в одной точке, в А, С; со- 
единим АС. 

Поскольку теперь у кругов АВСО, АСК взяты на об- 
воде каждого две какие-нибудь точки А, С, то прямая, 
соединяющая эти точки, упадёт внутри каждого (предло- 
жение 2); но она упала внутри АВСО и вне АСК (пред- 
ложение 3), что нелепо; значит, круг не касается круга 
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извне более чем в одной точке. Доказано же, что так же 
и изнутри. 
Значит, круг не касается круга более чем в одной 


точке, как изнутри, Так и извне, что и требовалось до- 
казать (14). 


Предложение 14 


В круге равные прямые равно отстоят от центра 
и равноотстоящие от центра равны между собой. 
Пусть будет круг АВСР и в нём равные прямые АВ, СО; 
я утверждаю, что АВ, СО равно отстоят от центра (черт. 14). 
Действительно, возьмём центр 
круга АВСО и пусть он будет Е, 2 
и из Е к АВ и СО проведём 
перпендикуляры ЕГи ЕН и со0- 
единим АЁ, ЕС. 
Поскольку теперь некоторая 8 
проведённая через центр прямая 
ЕГ некоторую не проходящую о 
через центр прямую АВ сечёт под 
прямыми углами, то она сечёт её у’ 
и пополам (предложение 3). Зна- Чеот. 14 
чит, А] равна /В; значит, АВ уд- рт 
военная 4/. Вследствие того же вот и СО удвоенная СН, 
и АВ равна СО; значит, и А]! равна СН. И поскольку АБ 
равна ЕС, то и квадрат на АЕ равен квадрату на ЕС. 
Но квадрату на АБ равны квадраты на АГ Е/ <вместе», 
ибо угол при / прямой (предложение 47 книги 1); квад- 
рату же на ЕС равны квадраты на ЕН, НС «вместе», 
ибо угол при Н прямой; значит, квадраты на АГи [ГЕ 
«вместе» равны квадратам на СН, НЕ, из которых квад- 
рат на А/ равен квадрату на СН, ибо АГ равна СН; 
значит, остающийся квадрат на /Е равен квадрату на 
ЕН; значит, ЕГ равна ЕН. В круге же равноотстоящими 
от центра называются прямые, если проведённые из цен- 
тра к ним перпендикуляры равны (определение 4); значит, 
АВ, СР равно отстоят от центра. 
Но вот пусть прямые АВ, СР равно отстоят от цен- 
тра, т. е. Е/Г равна ЕН. Я утверждаю, что и АВ равна СО. 
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Действительно, сделав те же самые построения, подоб- 
ным же образом докажем, что АВ вдвое больше АГ, а С) 
вдвое больше СН; и поскольку АЕ равна СЁ, то квад- 
рат на АЁ равен квадрату на СЕ; но квадрату на АЕ 
равны квадраты на ЕЛ ГА «вместе» (предложение 47 
книги [), квадрату же на СЁ равны квадраты на ЕН, НС 
«вместе». Значит, квадраты на ЕТ, ГА «вместе» равны 
квадратам на ЕН, НС; из них квадрат на Е! равен ква- 
драту на ЕН, ибо Е!Г равна ЕН; значит, остающийся ква- 
драт на А/ равен квадрату на СН; значит, АГ равна СМ; 
и удвоенная 4А/ будет АВ, удвоенная же СН будет СР; 
значит, АВ равна СО. 

Значит, в круге равные прямые равно отстоят от цен- 
тра и равноотстоящие от центра равны между собой, что и 
требовалось доказать (15). 


Предложение 15 


В круге наибольшая «прямая» — диаметр, из других 
же всегда более близкая к центру больше более удалённой. 

Пусть круг будет АВСО, 
диаметр же его АД, центр же 
Е, и пусть более близкая к 
диаметру АД прямая будет ВС, 
а более удалённая /Ё;.я ут- 
верждаю, что наибольшей бу- 
дет АД, ВС же больше // 
(черт. 15). 

Действительно, проведём из 
центра Е к ВС, ГН перпен- 
дикуляры ЕС, ЕК. И посколь- 
ку ВС ближе к центру, ГН 
же дальше, то, значит, ЕК боль- 

Черт. 15. ше ЕС (определение 5). От- 
ложим ЕЁ, равную ЕС, и проведённую через Ё под 
прямыми углами к ЕК прямую Ё/М продолжим до Ми 
соединим МЕ, ЕМ, ГЕ, ЕН. И поскольку ЕС равна ЕЁ, 
‘то и ВС равна ММ (предложение 14). Далее, поскольку 
„АЕ равна ЕМ, ЕР же равна ЕМ№, то, значит, АД равна 
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МЕ, ЕМ «вместе взятым». Но МЕ, ЕМ «вместе» больше 
ММ (предложение 20 книги 1) [и АО больше ММ], ММ 
же равна ВС; значит, АД больше ВС. И поскольку две 
стороны МЕ, ЕМ равны двум /Е, ЕМ, и угол МЕМ больше 
угла /ЕН, то значит, основание ММ болыше основания 
ГН (предложение 24 книги [). Но доказано, что ММ равна 
ВС [и ВС больше /Н]. Значит, наибольшая «прямая» — диа- 
метр АД, и ВС больше /Н. 

Значит, в круге наибольшая ‹<прямая» — диаметр, из 
других же всегда более близкая к центру больше более 
удалённой, что и требовалось доказать. 


Предложение 16 


Прямая, проведённая под прямыми углани к диа- 
метру круга в <его> концах *), упадёт вне юруга, и в 
пространств” между прямой и обводом не поместится **) 
никакая другая прямая, и 
угол полукруга больше вся- 
жого прямслинейного ост- 
розб6 угла а остаток 
меньше. 

Пусть АВС круг около 
цейтра [> с диаметром АВ; я 
утверждаю, что — прямая, 
проведённая из А под пря- 
мыми углами к АВ в кон- 
цах, упадёт вне круга 
(черт. 16). 

Действительно, пусть Черт. 16. 
это ‘не так, но если воз- 
можно, пусть она упадёт внутри, как АС; соединим ОС. 

Поскольку ДА равна ОС, то и угол РАС равен АСР 
(предложение 5 книги 1). Угол же РАС прямой; значит, 
и угол АСО прямой. Вот в треугольнике АСР два угла 
РАС, АСП «вместе» равны двум прямым, что невозможно 


В 


*) ахроу — край, конец, вершина. 
+=) 06 паозипзоемох — не впадёт между. 


1 Евклид 
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(предложение 17 книги 1). Значит, прямая, проведённая из 
точки А под прямыми углами к БА, не упадёт внутри круга. 

Подобным же вот образом докажем, что и не по об- 
воду; значит, <она упадёт» вне. 

Пусть она упадёт, как АЕ; вот я утверждаю, что в 
пространстве между прямой АЕ и обводом ССА не поме- 
стится никакая другая прямая. 

Действительно, если это возможно, то пусть поместится 
как [А; проведём из точки О к ГА перпендикуляр ОН. И 
поскольку угол АНО прямой, угол же ДАН меньше пря- 
мого, то значит, АД больше ОН (предложение 19 книги |). 

ДА же равна ДО; значит, [С больше ОН, меньшая — 
большей, что невозможно. Значит, в пространстве между 
прямой и окружностью никакая другая прямая не поме- 
стится. 

Я утверждаю, что и угол полукруга, <то-есть» заклю- 
чённый между прямой ВА и обводом ССА, больше всякого 
прямолинейного острого угла, остаток же, заключённый 
между обволом ССА'и прямой АБ, меньше всякого пря- 
молинейного острого угла. 

Действительно, если существует некоторый прямоли- 
нейный угол, больший угла, заключённого между прямой 
ВА и обводом ССДА, или меньший угла, заключённого 
между обводом ССА и прямой АБ, то в пространстве 
между обводом ССА и прямой АЕ поместится прямая, ко- 
торая образует заключённый между прямыми угол, боль- 
ший угла, заключённого межлу прямой АВ и обводом 
ССА, или меньший угла, заключённого между обводом 
ССА и прямой АЕ. Но «такая прямая» не помещается. 

Значит, не будет острого заключённого между пря- 
мыми угла, большего угла, заключённого между прямой 
ВА и обводом СОА, или меньшего угла, заключённого 
между обводом ССА и прямой АЕ (16, 17). 


Следствие 


Вот из этого ясно, что прямая, проведённая к диаметру 
круга в концах под прямыми углами, касается*) круга 


——— 


*) Ефаптетаи — т. е. касается снаружи. 
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[и что прямая касается круга только в одной точке, по- 
скольку доказано, что прямая, соединяющая две его точки, 
упадёт внутри его], что и требовалось сделать *). 


Предложение 17 


Из данной точки к данному кругу провести каса- 
тельную прямую линию. 

Пусть данная точка будет А, данный же круг ВСО; 
вот требуется из точки А к кругу ВСР провести каса- 
тельную прямую линию (черт. 17). 

Действительно, возьмём центр круга Е, соединим АЕ, 
и из центра ЕЁ растворам БА опи- д 
шем круг 4А//, и из Р под пря- | 
мыми углами к ЕА проведём ПГ 
и соединим Е/, АВ; я утверждаю, 
что из точки А к кругу ВСР 
проведена касательная АВ. 

Действительно, поскольку 
Е — центр кругов ВСО, А/Н, то 
значит, ЕА равна Е, ЕР же 
равна ЕВ; вот две ‹стороны> 
АЕ, ЕВ равны двум (Е, ЕР; Я 
и. они заключают общий угол Черт 17. 
при Е; значит, основание РОГ 
равно основанию АВ, и треугольник РЕГ равен тре- 
угольнику ЕВА, и остальные углы равны остальным (пред- 
ложение 4 книги 1); значит, угол ЕО! равен углу ЕВА. 
Угол же ЕО! прямой; значит, и угол ЕВА прямой. И 
ВЕ есть ‹прямая> «из центра»; прямая же, проведённая 
к диаметру круга под прямыми углами в концах, касает- 
ся круга (предложение 16, следствие); значит, АВ касает- 
ся круга ВСО. 

Значит, из данной точки А к данному кругу ВСВ 
проведена касательная прямая линия АВ, что и требова- 
лось сделать (17, 18, 19, 20). 


*) Свойство перпендикулярности касательной к радиусу 


было известно уже другу Платона Архиту Тарентскому (1-я по- 
ловина ТУ в. до н. э.). 


7* 
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Предложение 18 


Если некоторая прямая касается круга и центр 
соединён прямой с касанием, то соединяющая прямая 
будет перпендикулярной к касательной. 

Пусть некоторая прямая ДЕ касается круга АВС 
(черт. 18) в точке С, возьмём центр / круга АВС и сое- 
диним /[ с С прямой [С; я 
утверждаю, что /С перпенди- 
кулярна к ДЕ. 

Действительно, если это 
не так, то проведём из / к 
РЕ перпендикуляр /Н. 

Поскольку теперь угол (НС 
прямой, то значит, угол /СН 
острый (предложение 17 кни- 
ги [); больший же угол стяги- 
вается и большей стороной 
(предложение 19 книги [); зна- 
чит, /С больше /Н; ГС же 
равна /В, значит, /В больше [Н, менышая большей, что 
невозможно. Значит, [Н не будет перпендикулярна к ОЕ. 
Подобным вот образом докажем, что и никакая дру- 
гая прямая, кроме /С; значит, [С перпендикулярна к 
ОЕ. , 

Значит, если некоторая прямая касается круга и центр 
соединён прямой с касанием, то соединяющая прямая будет 
перпендикулярна к касательной, что и требовалось до- 
казать. 


Черт. 18. 


Предложение 19 


Если некоторая прямая касается круга и из точки 
касания под прямыми углами к касательной проведена 
прямая линия, то центр круга будет на проведённой 
прямой. 

Пусть некоторая прямая ДЕ касается круга АВС в 
точке С, и пусть через С под прямыми углами к ОЕ 
проведена СА; я утверждаю, что центр круга находится 
на АС (черт. 19). 
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Действительно, пусть это не так, но, если возможно, 
пусть он будет /; соединим С/. 

Поскольку [теперь| некоторая прямая ОЕ касается кру- 
га АВС и центр соединён с точкой касания прямой /С, то 
значит, /С перпендикулярна к р 
РЕ (предложение 18); значит, | 
угол ГСЁЕ прямой. Прямой же 
и угол АСБ; значит, угол (СЕ 
равен АСЁ, меньший больше- / 
му, что невозможно. Значит, / 
не есть центр круга АВС. 

Подобным вот образом до- 
кажем, что и никакая другая 
«точка», кроме как на АС. 

Значит, если некоторая р у Е 
прямая касается круга и из Черт. 19. 
точки касания под прямыми 
углами к касательной проведена прямая линия, то центр кру- 
га будет на проведённой прямой, что и требовалось доказать. 


Предложение 20 


В круге угол при центре вдвое больше угла при обводе, 
если эти углы имеют основанием тот же самый обво5. 
Пусть круг будег АВС и угол при центре его пусть 

р будет ВЕС, при окружности же 
ВАС, пусть они имеют основа- 
нием тот же самый обвод ВС; я 
утверждаю, что ВЕС вдвое больше 
с ВАС (черт. 20). 
Действительно, соединяющую 
АЕБ продолжим до [. 


вы 


1 Поскольку теперь БА равна 

ЕВ, то и угол ЕАВ равен ЕВА 

7] г: (предложение 5 книги 1}; значит, 
Черт. 20. углы ЕАВ, ЕВА «вместе» вдвое 


больше РАВ. Угол же БЕГ равен 
‹вместе взятым» углам ЕАВ, ЕВА (предложение 32 кни- 
ги 1}; и значит, угол ВЕ! вдвое больше ЕБАВ. Вследствие 
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того же вот и /ЕС вдвое больше ЕАС; значит, весь 
угол ВЕС вдвое больше всего угла ВАС. 

Вот проведём далее другую ломаную*) и пусть дру- 
гой угол будет ВОС; соединяющую ДЕ продолжим до 
Н. Подобным вот образом докажем, что угол НЕС вдвое 
больше ЕДС; у них угол НЕВ вдвое болыне НОВ; зна- 
чит, остаток ВЕС вдвое больше ВОС. 

Значит, в круге угол при центре вдвое больше угла 
при обводе, если эти углы имеют основанием тот же 
самый обвод, что и требовалось доказать **). 


Предложение 21 


В круге углы в одном и том же сегменте равны 
между собой. 
Пусть круг будет АВСО и в одном и том же сегменте 
д ВАЕР пусть будут углы ВАД и 
ВЕР. Я утверждаю, что углы 
ВАР, ВЕ равны между собой 
(черт. 21). 
Е Действительно, возьмём центр 
круга АВС и пусть он будет /, 
и соединим ВГи Ш. И поскольку 
угол В/Ш) находится при центре, 
угол же ВАД при обводе и <оба 
они» имеют в основании тот же 
6 ГА обвод ВСР, то значит (предло- 
Черт. 21. жение 20), угол ВГО вдвое боль- 
ше ВАД. Вследствие того же вот 
угол ВШ) вдвое больше и угла ВЕД; значит, угол ВАР 
равгн углу ВЕР. 
Значит, в круге углы в одном и том же сегменте 
равны между собой, что и требовалось доказать (21). 


— 


*) У Евклида необычайно сжато: хех) ад 6] каму — вот сло- 
маем снова (подразумевается другую прямую). Этот техниче- 
ский термин встречается у Аристотеля Апа/уЕ. розенога 1, 10. 

**) Предложениями 20 и 21 пользуется ещё Гиппократ Хиос- 
ский в теории квадратуры луночек. 
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Предложение 22 


У четырёхсторонников, «вписанных» в кругах, про- 
тивоположные углы «вместе» равны двум прямым. 

Пусть круг будет АВСР и четырёхсторонник в нём 
АВСРО; я утверждаю, что про- 
тивоположные углы «вместе» 1 
равны двум прямым (черт. 22). 

Соединим АС, ВО. 

Поскольку теперь во вся- 
ком треугольнике три угла Я С 
равны двум прямым (предложе- 
ние 32 книги 1), то значит, в 
треугольнике АВС три угла 
САВ, АВС и ВСА равны двум 
прямым. Но угол САВ равен р 
ВОС, ибо они в одном и том Черт. 22. 
же сегменте ВАДС (предложе- 
ние 21); угол же АСВ равен АДВ, ибо они в одном и том 
же сегменте АДСВ. Значит, весь угол АРС равен ВАС, 
АСВ <вместе взятым». Прибавим общий угол АВС; зна- 
чит. АВС, ВАС, АСВ «вместе» равны АВС, АРС. Но 
углы АВС, ВАС, АСВ равны двум прямым. И значит, 
АВС, АДС вместе равны двум прямым. Подобным же 
вот образом докажем, что и углы ВАР, ОСВ «вместе» 
равны двум прямым. 

Значит, у четырёхсторонников, «вписанных» в кругах, 
противоположные углы «вместе» равны двум прямым, что 
и требовалось доказать *) (22). 


Предложение 23 


На той же прямой с той же стороны нельзя по- 
строить два подобных и неравных сегмента кругов. 


*) Обратная теорема, состоящая в том, что указываемый 
Евклидом признак является достаточным для возможности впи- 
сания четырёхугольника в круг, принадлежит Птоломею. В эле- 
ментарную геометрию эта теорема внесена Л. Бертраном (1778). 
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Действительно, если возможно, то пусть на той же 
прямой АБВ с той же стороны будут построены два по- 
добных и неравных сегмента кругов (черт. 23). 

Продолжим АСО и соединим СВ и РОВ. 

Поскольку теперь сегмент АСВ подобен сегменту АДВБ, 
полобные же сегменты кругов суть вмещающие равные 


Черт. 28. 


углы (определение 11), то значит, угол АСВ равен углу 
АДВ, т. е. внешний внутреннему, что невозможно (пред- 
ложение 16 книги 1). 

Значит, на той же прямой с той же стороны нельзя 
построить два подобных и неравных сегмента кругов, что 
и требовалось доказать (23). 


Предложение 24 


На равных прямых подобные сегменты кругов равны 


между собой. | 
Пусть на равных прямых АВ, СР будут подобные 
Е сегменты кругов АЕБ, СШ); я ут- 


верждаю, что сегмент АЕВ равен 
Действительно, если совмещать 


и 8 сегмент АЕВ с С/Ш и поместить 

ы точку А в С, а прямую АВ на СО, 

1 то и точка В совместится с 2) вслед- 
ствие того, что АВ равна СО. 

С й Но при совмещении же АВ с 

Черт. 24. СО и сегмент АЕВ совместится с 


СО. Действительно, если прямая 
АВ совместится с СО, сегмент же АЕВ не совместится с 
СР, то он попадёт или внутрь его или наружу, или сместится 


КНИГА ТРЕТЬЯ 105 


вбок *), как СНО, и круг пересечёт круг более чем в двух 
точках, что невозможно (предложение 10). Значит, при 
совмещении прямой АВ с СО и сегмент АБВ не будет 
не совмещаться с С/О; значит, он совместится и будет 
ему равен (аксиома 7 книги ]). 

Итак, на равных прямых подобные сегменты кругов 
равны между собой, что и требовалось доказать. 


Предложение 25 


К данному сегменту круга пристроить круг, сегмен- 
том которого он является. 

Пусть данный сегмент круга будет АВС (черт. 25); 
вот требуется к сегменту АВС пристроить круг, сегмен- 
том которого он является. 


С С 
Черт. 25. Черт. 26. Черт. 27. 


Рассечём АС пополам в), проведём из точки О под 
прямыми углами к АС прямую ОВ и соединим АВ; зна- 
чит, угол АВР или больше угла ВАД или равен, или 
меньше. 

Пусть он сперва будет больше; построим на прямой ВА 
при её точке А угол ВАЁ, равный АВО (предложение 
23 книги [, продолжим ДВ до Е и соединим ЕС. По- 
скольку теперь угол АВЕ равен ВАЁЕ, то значит, и пря- 
мая ЕВ равна ЕА (предложение 6 книги !). И поскольку 
АР равна ОДС и РЕ общая, то вот две <стороны> АД 


*) У Евклида просто паса ав, — сместится, уклонится (от- 
сюда астрономический термин «параллакс>). 
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и ДЕ равны двум СО и ДЕ каждая каждой; и угол АДЕ 
равен СДЁ, ибо каждый из них прямой; значит, основа- 
ние АЁЕ равно основанию СЁ (предложение 4 книги 1). 
Но АЁ, как доказано, равна ВЁ; и значит, ВЕ равна СЁ; 
значит, три прямые АЕ, ЕВ и ЕС равны мэзжду собой; 
значит, круг, описанный из центра Е раствором, равным 
одной из прямых АЁ, ЕВ, ЕС, пройдёт и через осталь- 
ные точки и будет пристроенным (предложение 9). Зна- 
чит, К данному сегменту круга пристроен круг. И ясно, 
что сегмент АВС меньше полукруга, так как центр Е ока- 
зался вне его. 

Подобным же образом, если угол АВШО равен ВАО, 
прямая АЛ) сделается равной каждой из ВО, ШОС, три 
прямые ДА, ДВ, ОС будут равны между собой (пред- 
ложение 6 книги 1) и О будет центр пристроенного круга 
и вот ясно, что АВС будет полукругом (черт. 26). 

Если же угол АВЬР меньше ВАР и на прямой ВА 
при её точке А построим угол, равный углу АВО 
(предложение 23 книги Г) (черт. 27), то центр попадёт 
внутрь сегмента АВС на ОВ и вот ясно, что сегмент АВС 
будет больше полукруга. 

Значит, к данному сегменту круга пристроен круг, что 
и требовалось сделать. 


Предложение 26 


В равных кругах равные угля опираются на рав- 
ные обводы, стоят ли они при центре или же при об- 
зодах. 

` Пусть равные круги будут АВС, ОЕГ и пусть в них 
ВЕС, ЕСТ будут равные углы при центрах, а ВАС, ЕО! 
при обводах; я утверждаю, что обвод ВКС равен обводу 
ЕШ (черт. 28). 

Действительно, соединим ВС, ЕГ. 

И поскольку круги АВС, РЕГ равны, то равны ‹<пря- 
мые, исходящие» «из центров»; вот две ‹прямые» ВН, 
НС равны двум ЕС, СГ; и угол Н равен углу при С(; 
значит, основание ВС равно основанию Е/ (предложение 4 
«ниги ]). И поскольку угол при А равен углу при ОД, то 
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значит, сегмент ВАС подобен сегменту ЕД/ (определение 11); 
и они на равных прямых ВС и ЕГ; на равных же прямых 
подобные сегменты кругов равны между собой (предложе- 
ние 24); значит, сегмент ВАС равен ЕШО/. Но и весь 


д р 


В С Е 1 
Черт. 28. 


круг АВС равен всему кругу ДЕГ, значит, остающийся 
обвод ВКС равен обводу Е[/. 

Значит, в равных кругах равные углы опираются 
на равные обводы, будут ли они находиться при центре 
или же при обводах, что и требовалось доказать. 


Предложение 27 


В равных кругах углы, опирающиеся на равные об- 
воды, равны между собой, стоят ли они при центрах 
или же при обводах. 

Пусть в равных кругах АВС, ПОЕГ будут опираться 
на равные обводы ВС, Е! при центрах Н, С углы 
ВНС и ЕСГ, при обводах же углы ВАС, ЕОГ, я утвер- 
ждаю,` что угол ВНС равен ЕС1, угол же ВАС равен ЕР! 
(черт. 29). 

Действительно, если угол ВНС не равен углу ЕС/, то 
один из них больше. Пусть будет больше ВНС, и по- 
строим на прямой ВН при её точке Н угол ВНК, равный 
ЕСТ (предложение 23 книги 1). Равные же углы опираются 
на равные обводы, если они будут при центрах (предло- 
жение 26); значит, обвод ВК равен обводу Е/Г. Но Е! 
равен ВС; и значит, ВК’ равен ВС, т. е. меньший боль- 
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шему, что невозможно. Значит, не будет угол ВНС не 
равен БС1[; значит, равен. И угол при А будет по- 
ловиной угла ВНС, угол же при Р — половиной ЕС 


д р 


Черт. 29. 


(предложение 20); значит, и угол при А равен углу 
при Д. 

Значит, в равных кругах углы, опирающиеся на рав- 
ные обводы, равны между собой, стоят ли они при цен- 
трах или при обводах, что и требовалось доказать (24). 


Предложение 28 


В равных кругах равные прямые отделяют равные 
обводы, больший равный большему, меньший же. мень- 
шему. 

Пусть равные круги будут АВС, ДЕ! и в этих кругах 
пусть будут равные прямые АВ, РЕ, отделяющие обводы АСВ, 
ОЕ большие, и АНВ, ДОЕ меньшие; я утверждаю, что 
больший обвод АСВ равен большему обводу ШО/ГЕ, мень- 
ший же АНВ равен ОСЕ (черт. 30). 

Действительно, возьмём центры кругов К, Г и соеди- 
ним АК, КВ, ОГ, ГЕ. - 

И поскольку круги равны, то равны и «прямые, про- 
ведённые» из центров (определение 1); вот две <прямые» 
АК, КВ равны двум ОЕ, [Е; и основание АВ равно осно- 
ванию 22; значит, угол АКВ равен углу ОГЕ (предло- 
жение 8 книги [). Равные же углы опираются на равные 
обводы, если они стоят при центрах (предложение 26); 
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значит, обвод АНВ равен ОСЕ. Но и целый круг АВС 


равен целому кругу ОЕГ; значит, и остающийся обвод АСВ 
равен остающемуся обводу О/Ё. 


С / 
ГА 

А 5 р Е 
Ш 72 


Черт. 30. 


Значит, в равных кругах равные прямые отделяют рав- 
ные обводы, больший равный большему, а меньший мень- 
шему, что и требовалось доказать. 


Предложение 29 


В равных кругах равные обводы стягивают равные 
прямые *). 


Пусть равные круги будут АВС, ДЕ! и в них выделены 


Я р 
ГА 

В (Я Е / 
Ш @ 


Черт. 31. 


равные обводы ВНС, ЕСГ (черт. 31) и соединены ВС, ЕГ 
я утверждаю, что ВС равна Е/. 


*) В тексте 19$ {096 пеоцфереас (вол бд бтотеусосу. Тео- 
рема обратная 28-й, но формулирована очень близко к 28-й; мы 
употребили бы страдательный оборот «стягиваются>. 
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Действительно, возьмём центры кругов и пусть они 
будут К, [.; соединим ВК, КС, ЕЁ, Ш. 

И поскольку обвод ВНС равен обводу ЕСГ, то и угол 
ВКС равен Е[/ (предложение 27). И поскольку круги АВС, 
РЕТ равны, то будут равны и «прямые из центров» (опре- 
деление 1); вот две <стороны> ВК, КС равны двум ЕГ, 
Ц и заключают равные углы; значит, основание ВС равно 
основанию Е] (предложение 4 книги 1). 

Значит, в равных кругах равные обводы стягивают 
равные прямые, что и требовалось доказать (25). 


Предложение 39 


Рассечь данный обвод пополам. 

Пусть данный обвод будет АДВ; вот должно обвод 
АДВ рассечь пополам (черт. 32). 

Соединим АВ и рассечём в С пополам (предложение 
10 книги 1); из точки С под прямыми углами к прямой АВ 

р проведём СР и соединим АД 
и ОВ. 
И поскольку АС равна СВ, 
СР же общая, то вот две 
д С в <прямые> АС, СО равны двум 
Ч ВС, СО и угол АСР равен уг- 
ерт. 32. 
лу ВСР, ибо оба прямые; зна- 
чит, основание АД равно основанию ОВ (предложение 4 
книги .1|). 

Равные же прямые отделяют равные обводы, больший 
равный большему и меныший меньшему (предложение 28); 
и каждый из обводов АД, ДВ меньше полукруга; значит, 
обвод АД равен обводу ОВ. 

Значит, данный обвод рассечён пополам в точке О, что 
и требовалось сделать. 


Предложение 31 


В круге угол, «заключённый» в полукруге, — прямой, 
в большем сегменте — меньше прямого, в меньшем же — 
больше прямого; и кроме того, угол большего сегмента 
больше прямого, меньшего же — меньше. 
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Пусть круг будет АВСО, диаметр же его — ВС, а центр 
Е (черт. 33); соединим АВ, АС, АР, ОС; я утверждаю, 
что в полукруге ВАС угол ВАС прямой; в большем же 
чем полукруг сегменте АВС угол АВС меньше прямого, 
в меньшем же чем полукруг сегменте АДС угол АРС 
больше прямого. 

Соединим АЕ и продолжим ВА до Г. 

И поскольку ВЕ равно БА, то и угол АВЕ равен ВАЕ 
(предложение 5 книги 1). Далее, поскольку СЁ равна БА, 
то и угол АСЕ равен САБ; 
значит, весь угол ВАС равен 
двум АВС, АСВ. Но и угол 
[АС «как» внешний угол тре- 
угольника АВС равен двум 
углам АВС и АСВ (предложе- 
ние 32 книги [); значит, и 
угол ВАС равен ГАС; значит, 
каждый <из них» прямой (опре- 
деление 10 книги [); значит, в 
полукруге ВАС угол ВАС Черт. 33. 
прямой. 

И поскольку в треугольнике АВС два угла АВС, ВАС 
«вместе» меныше двух прямых (предложение 17 кни- 
ги |), угол же ВАС прямой, то значит, угол АВС мень- 
ше прямого; и он ‹заключён> в сегменте АВС, боль- 
шем полукруга. 

И поскольку АВСШО есть четырёхсторонник в круге, 
у четырёхсторонников же в кругах противоположные углы 
<вместе> равны двум прямым [и значит, углы АВС, АОС 
равны двум прямым (предложение 22)], и угол АВС меньше 
прямого; значит, остающийся угол АВС больше прямого; 
и он «заключён» в сегменте АДС, меньшем полукруга. 

Я утверждаю, что и угол болышего сегмента, заклю- 
чённый между обводом АВС и прямой АС, больше пря- 
мого, угол же меньшего сегмента, заключённый между об- 
водом АД[С] и прямой АС, меньше прямого. И это само 
собой очевидно. Действительно, поскольку угол между 
прямыми ВА, АС прямой, то значит, угол, заключённый 
между дугой АБС и прямой АС, больше прямого. Далее, 
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поскольку угол между прямыми АС, А/ прямой, то значит, 
угол, заключённый между прямой СА и обводом АД[С], 
меньше прямого. Значит, в круге угол, <заключённый» в 
полуокружности, прямой, в болышем сегменте — меньше пря- 
мого, в меньшем же [сегменте] — больше прямого и, кроме 
того, угол большего сегмента больше прямого, угол же 
меньшего сегмента меньше прямого, что и требовалось до- 
казать (26). 


(Следствие 


Вот из этого ясно, что когда один угол треугольника 
равен двум остальным, то он будет прямым вследствие того, 
что и внешний для него угол будет равен тем же самым 
двум углам; когда же смежные углы равны, то они прямые. | 


Предложение 32 


Если некоторая прямая касается круга и от точки 
касания вчутрь круга проведена некоторая секущая круг 
прямая, то углы, которые эта прямая образует с ка- 

и сательной, будут равны углам 
р в накрестлежащих сегментах 
жруга. 

Пусть некоторая прямая Е/ 
касается круга АВСД (черт. 34) 
в точке В и пусть от точки В 
внутрь круга АВСЬ проведена 
некоторая секущая его прямая 
ВР. Я утверждаю, что углы, 
которые ВО образует с каса- 
Е у ; тельной ЕТ, будут равны углам 
в накрестлежащих сегментах 
круга, то-есть что угол [ВО 
равен углу в сегменте ВАД, 
угол же ЕВО равен углу в сегменте ОСВ. 

Действительно, проведём из В под прямыми углами 
к Е/ прямую ВА, на обводе ВД возьмём какую-либо точку 
С и соединим АД, ОС, СВ. И поскольку некоторая прямая 
С] касается круга АВСО в В, и от точки касания под 


Черт. 34. 


КНИГА ТРЕТЬЯ 113 


прямыми углами к касательной проведена ВА, то значит, 
центр круга АВСЬ будет находиться на ВА (предложение 
19). Значит, ВА есть диаметр круга АВСР; значит, угол 
АБВ, <как> находящийся в полукруге, будет прямым (пред- 
ложение 31). Значит, остальные углы ВАД, АВО вместе 
равны одному прямому (предложение 32 книги 1). Но и 
угол АВ[ прямой; значит, угол АВ! равен ВАР, АВО 
«вместе». Отнимем общий угол АВО; значит, остающийся 
угол ОВ/ равен «находящемуся» в накрестлежащем сег- 
менте круга углу ВАД. И поскольку АВСО четырёхсто- 
ронник в круге, то противоположные его углы «вместе» 
равны дзум прямым (предложение 22). 

Но и углы ОВГЬ ОВЕ «вместе> равны двум прямым 
(предложение 13 книги [); значит, ОВГ, ОВЕ равны ВАР, 
ВСР, из которых ВАД равен, как доказано, ДВГ; значит, 
остающийся угол ОВЕ равен <находящемуся» в накрест- 
лежащем сегменте ОСВ углу ОСВ. 

Значит, если некоторая прямая касается круга и от 
точки касания внутрь круга проведена какая-нибудь секу- 
щая круг прямая, то углы, которые эта прямая образует 
с касательной, будут равны углам в накрестлежащих сег- 
ментах круга, что и требовалось доказать (27). 


Предложение 33 


На данной прямой описать сегмент круга, вмещаю- 
щий угол, равный данному прямолинейному углу. 

Пусть данная прямая будет АВ, данный же прямоли- 
нейный угол тот, который при С (черт. 35); требуется вот 
на данной прямой АВ построать сегмент круга, заключаю- 
щий угол, равный углу, который при С. 

Вот [угол] при С или острый, или прямой, или тупой; 
пусть он сперва будет острый; и, как на первом чертеже *), 
построим на прямой АВ и при точке А угол ВАО, равный 
углу при С (предложение 23 книги /); значит, и угол ВАД 
будет острым. Проведём к ОА под прямыми углами АБ, 


*) Т. е. на черт. 35, 
8 Евклид 
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разделим АВ пополам в /, провелём из точки / к АВ под 
прямыми углами //7 и соединим НВ. 

И поскольку А/ равна /В, ГН же общая, то вот две 
«прямые> А[, /Н равны двум ВГ, [Н и угол А/Н равен 
[углу| В/ЁН; значит, основание АН равно основанию ВН 
(предложение 4 книги 1). Значит, круг, описанный из центра 
Н раствором НА, пройдёт и через В. Опишем его, и пусть 
он будет АВЕ; соединим ЕВ. Поскольку теперь в конце 

И диаметра АЕ прямая АДР 

р № будет под прямыми угла- 

С мик АД, то значит, АД 

касается круга АВЕ (пред- 

ложение 16, следствие); 

поскольку теперь круга 

АВЕ касается некоторая 

прямая АД и из точки 

В касания А во внутрь круга 

АВЕ проведена некоторая 

Е прямая АВ, то значит, 

угол ДАВ равен <нахо- 

дящемуся> в накрестле- 

жащем сегменте углу АЕВ 

(предложение 32). Но угол ДАВ равен углу при С; и 
значит, угол при С равен углу АБВ. 

Значит, на данной прямой АВ описан сегмент круга 
АЕВ, вмещающий угол АЕВ, равный данному углу при С. 

Но вот пусть угол С будет прямым (черт. 36); и пусть 
требуется снова на АВ описать сегмент круга, вмещающий 
угол, равный прямому [углу] при С. [Снова] построим угол 
ВАШ, равный прямому углу при С, как это имеется на 
втором чертеже *), рассечём АВ в [ пополам и из центра / 
раствором каким-нибудь из ГА, /В опишем круг АВЕ. Значит, 
прямая АД касается круга АВЕ вследствие того, что - угол 
при А грямой (предложение 16, следствие). И угол ВАР 
равен углу в сегменте АЕВ, ибо и он прямой как находя- 
щийся в полукруге (предложение 31). Но и угол ВАД равен 
углу при С. И значит, угол в АБВ равен углу при С. 


Черт. 35. 


= ——_ 


*) Т.е. на черт. 36. 
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Значит, снова на АВ описан сегмент круга, вмещаю- 
щий угол, равный тому, который при С. 

Но вот пусть угол при С будет тупой (черт. 87); и 
построим на прямой АВ при точке А равный ему угол ВАД, 
как имеется на третьем чертеже *), под прямыми углами 
к АД проведём АЕ, снова рассечём АВ пополам в [, под 
прямыми углами к АВ проведём /Н и соединим НВ. 


р А 
Е 
в 
Черт. 36. Черт. 37. 


И поскольку снова А! равна /В и [Н общая, то вот 
две «прямые» АГ, /Н равны двум ВТ, /Н; и угол А/Н ра- 
вен углу В/Н; значит, основание АН равно основанию ВН 
(предложение 4 книги [); значит, круг, описанный из центра 
Н раствором НА, пройдёт также через В. 

Пусть он пройдёт как АБВ. И поскольку к диаметру 
АЕ в конце прямая АД будет под прямыми углами, то знз- 
чит, АД касается круга АЕВ (предложение 16, следствие). 
И от точки касания в А проведена АВ; знаяит, угол ВАР 
равен углу, построенному в накрестлежащем сегменте 
(предложение 32) круга АСВ. Но угол ВАО равен углу 
при С. И значит, угол в сегменте АСВ равен тому, кото- 
рый при С. 


*) Т.е. на черт. 37. 
8* 
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Значит, на данной прямой АВ описан сегмент круга АСБ, 
вмещающий угол, равный тому, который при С, что и тре- 
бовалось сделать. 


Предложение 34 


От данного круга отнять сегмент, вмещающий угол, 
равный данному прямолинейному углу. 
Пусть данный круг будет АВС, а данный прямолиней- 
ный угол тот, который при О; требуется вот от круга АВС 
7, отнять сегмент, вмещающий 
7 - угол, равный данному пря- 
молинейному углу, который 
при 2) (черт. 38). 
Проведём к АВС каса- 
В тельную ЁЕ/ в точке В и по- 
строим на прямой [В при 
её точке В угол /[ВС, рав- 
ный углу, который при О 
д й (предложение 23 книги 1). 
с р Поскольку теперь круга 
АВС касается некоторая 
прямая Е/ и от касания в В 
проведена ВС, то значит, 
угол /ВС равен углу ВАС, построенному в накрестлежащем 
сегменте (предложение 32). Но угол /ВС равен тому; кото- 
рый при 0; и значит, в сегменте ВАС угол равен тому 
[углу], который при О. 
Значит, от данного круга АВС отнят сегмент ВАС, вме- 
щающий угол, равный данному прямолинейному углу, ко- 
торый при Л), что и требовалось сделать. 


Черт. 38. 


Предложение 35 


Если в круге две прямые пересекают друг друга, то 
прямоугольник, заключённый между отрезками одной, 
равен прямоугольнику, заключённому между отрезками 
другой. 

Пусть в круге АВСД две прямые АС и ВО пересекают 
друг эруга в точке Е; я утверждаю, что прямоугольник, 
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заключённый между АЁ, ЕС, равен прямоугольнику, заклю- 
чённому между ОЕ, ЕВ (черт. 39). 

Если теперь АС, ВО проходят через центр так, что В 
есть центр круга АВСРЬ, то очевидно, что при равенстве 
АБ, ЕС, ОБ, ЕВ и прямоугольник, заключённый между АЁ, 
ЕС, равен прямоугольнику, заключённому между ОЕ, ЕВ. 

Так вот, пусть АС, ОВ не проходят через центр; возь- 
мём центр круга АВСО и пусть он будет / и из Г к пря- 
мым АС, ОВ проведём перпендикуляры /Н, /С и соединим 
/В, ГС, 1Е (черт. 40). 


с 


7 
6 С 
Черт. 39. Черт. 40. 


И поскольку некоторая прямая НГ, «проходящая» через 
центр, сечёт под прямыми углами некоторую прямую АС, 
не проходящую через центр, то она сечёт её пополам (пред- 
ложение 3); значит, АН равна НС. Поскольку теперь пря- 
мая АС рассечена в Н на равные, ав Ё на неравные части, 
то значит, прямоугольник между АР, ЕС вместе с квадра- 
том на НЕ равен квадрату на НС (предложение 5 книги 1). 

Прибавим [общий] квадрат на НГ; значит, прямоуголь- 
ник на АБ, ЕС вместе с квадратами на НЕ, НГ равен 
квадратам на СН, НГ. Но вместе взятым квадратам на ЕЯ, 
Н! равен квадрат на /ЁЕ, квадратам же на СН, НГ! равен 
квадрат на /С (предложение 47 книги Г); значит, прямо- 
угольник между АЕ и ЕС вместе с квадратом на ГЕ равен 
квадрату на /С. ГС же равна /В; значит, прямоугольник ме- 
жду АБ, ЕС вместе с квадратом на Е! равен квадрату на /В. 
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Вследствие того же вот и прямоугольник между ОЁ, 
ЕВ вместе с квадратом на /Е’ равен квадрату на /В. До- 
казано же, что и прямоугольник между АЕ, ЕС вместе 
с квадратом на /Е равен квадрату на /,3; значит, прямо- 
угольник между АЕ, ЕС вместе с квадратом на /ЁЕ равен 
прямоугольнику между ОЕ, ЕВ вместе с квадратом на /ЁБ. 
Отнимем общий квадрат на /Ё; значит, остающийся прямо- 
угольник, заключённый между АБ, ЕС, равен прямоуголь- 
нику, заключённому между ОЕ, ЕВ. 

Значит, если в круге две прямые пересекают друг 
друга, то прямоугольник, заключённый между отрезками 
одной, равен прямоугольнику, заключённому между отрез- 
ками другой, что и требовалось доказать (28). 


Предложение 36 


Если вне круга взята некоторая точка, и из неё на 
круг падают две прямые, и одна из них пересекает круг, 
другая же касается, то прямоугольник, заключённый» 
между всей секущей и внешним отрезком, содержащимся 
между этой точкой и выпуклой частью обвода, будет 
равен квадрату на касательной. 

Пусть вне круга АВС взята некоторая точка Г), пусть 
от ДО на круг АВС падают две прямые ДОС [А], ОВ; и 
пусть ОСА пересекает круг АВС, ОВ же его касается; я 
утверждаю, что прямоугольник, заключённый межлу АД 
и ОС, равен квадрату на ДВ. 

Значит (черт. 41), прямая [2] СА или проходит через 
центр или нет. Пусть она сперва проходит, и пусть / 
центр круга АВС; соединим /В; значит, угол Г/ВО прямой 
(предложение 18). И поскольку прямая АС рассечена попо- 
лам в Ги к ней прибавляется СО, то значит, прямоуголь- 
ник между АД и ОС вместе с квадратом на ГС равен 
квадрату на /0). ГС же равен /В; значит, прямоугольник 
межлу 4), ОС вместе с квадратом на ГВ равен квадрату 
на /0). Квадрату же на /[) равны квадра!гы на /В и ВО 
«вместе» (предложение 47 книги [); значит, прямоугольник 
между АД, ОС вместе с квадратом на /В равен квадра- 
там на /В, ВО. Отнимем общий квадрат на /В; значит, 
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остаю`цийся прямоугольник между АД и ОС равен квад- 
рату на касательной ДВ. 

Но вот пусть ОСА (черт. 42) не «проходит» через центр 
круга АВС; возьмём центр Е и из Е проведём на АС пер- 
пендикуляр Е/ и соеданим ЕВ, ЕС, ЕР; значит, угол ЕВО 
прямой (предложение 18). И поскольку некоторая <прохо- 
дящая> через центр прямая ЕБ/ некоторую не <проходя- 
щую» через центр прямую АС сечёт под прямыми углами, 


А 
8 [ ^ 
7! 
(А 
р 0 6 
Черт. 41. Черт. 42. 


то она сечёт её и пополам (предложение 3); значит, А/ 
равна /С. И поскольку прямая АС рассечена пополам в 
точке /, и к ней прибавляется СО, то значит, прямоуголь- 
ник между АД, ОС вместе с квадратом на /С равзн квал- 
рату на ГО (предложение 6 книги П). Прибавим общий 
квадрат на /Е; значит, прямоугольник между АД, ОС 
вместе с квадратами на СГ, ГЕ равен квадратам на /Л), /ЁБ. 
Квадратам же на СГ, /Б равен квадрат на ЕС, ибо (пред- 
ложение 47 книги 1) [угол] ЕГС прямой; квадратам же на 
ОГ, ГЕ равен квадрат на ЕД; значит, прямоугольник между 
АР и ОС вместе с квадратом на ЕС равен квадрату на 
ЕР. ЕС же равна ЕВ; значит, прямоугольн ‚к между АД, 
ОС вместе с квадратом на ЕВ равен квадрату на ЕД. 
Квадрату же на ЕД равны «вместе взятые» квадраты на ЕВ, 
ВО (предложение 47 книги [), ибо угол ЕВО прямой; зна- 
чит, прямоугольник между АР, ОС вместе с квадратом на 
ЕВ равен квадратам на ЕВ, ВО. Отнимем общий квадрат 
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на ЕВ; значит, остающийся прямоугольник между АО, ОС 
равен квадрату на ОВ. 

Значит, если вне круга взята некоторая точка и из неё 
на круг падают две прямые, и одна из них пересекает круг, 
другая же касается, то прямоугольник, ‹заключённый» 
между всей секущей и внешним отрезком, содержащимся 
между этой точкой и выпуклой частью обвода, будет равен 


квадрату на касательной, что и требовалось доказать (29, 
30, 31, 32). 


Предложение 37 


Если вне круга взята некоторая точка и из этой 
точки на круг падают две прямые, и одна из них пере- 
секает круг, а другая лишь падает, прямоугольник 

р же между всей секущей 
и внешним отрезком, со- 
Е в 
держащимся между этой 
точкой и выпуклой ча- 
стьто обвода, равен квад- 
рату на падающей, то 
падающая касается кру- 
га. 
Пусть вне круга АВС 
взята некоторая точка О 
и из О на круг АВС 
Я падают две прямые ОСА, 
Черт. 43. ОВ и ОСА пусть пересе- 
кает круг, ОВ же лишь 
падает, и пусть прямоугольник между АО, ОС равен ква- 
драту на ДВ. Я утверждаю, что прямая ОВ касается круга 
АВС (черт. 43). 

Действительно, проведём ДЕ, касающуюся круга АВС 
(предложение 17), возьмём центр круга АВС, и пусть он 
будет Г; соединим /ЁЕ, ГВ, Ш. Значит, угол [ЕО прямой 
(предложение 18). 

И поскольку ОЕ касается круга АВС, ОСА же пересе- 
кает, то значит, прямоугольник между АД, ОС равен ква- 
драту на РЕ (предложение 36). Но и прямоугольник между 
АР, ОС равен квадрату на ОВ; значит, квадрат на ОЕ 
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равен квадрату на ОВ; значит, ОЕ равна ДВ. Но и ГБ 
равна /В; вот две <прямые> ДЕ, Е! равны двум ОВ, ВГ; 
и основание у них общее Г/Л); значит, угол ДЕ] равен углу 
ОВ! (предложение 8 книги |]. 

Угол же ДЕ! прямой; значит, и угол ДВГ прямой. 
И продолженная /В есть диаметр; прямая же, проведённая 
к диаметру круга в его конце под прямыми углами, ка- 
сается круга (предложение 16, следствие); значит, /)В ка- 
сается круга АВС. Подобным же вот образом докажется 
и если центр оказался бы на АС. 

Значит, если вне круга взята некоторая точка и из 
этой точки на круг падают две прямые, и одна из них 
пересекает круг, а другая лишь падает, прямоугольник же 
между всей секущей Й внешним отрезком, содержащимся 
между данной точкой и выпуклой частью обвода, равен 
квадрату на падающей, то падающая касается круга, что 
и требовалось доказать. 


—— 


КНИГА ЧЕТВЕРТАЯ 
ЬгегегеГторртлртр?тРГеГаер Гар Ге Го Ге] 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


1. Говорят, что прямолинейная фигура вписывается 
8 прямолинейную фигуру, если каждый из углов вписы- 
ваемой фигуры касается каждой стороны той, в которую 
она вписывается. 

2. Подобным же образом говорят, что фигура описы- 
вается около фигуры, если каждая сторона описываемой 
касается каждого угла той, около которой она описывается. 

3. Говорят, что прямолинейная фигура вписывается 
в круг, если каждый угол вписываемой касается обвода 
круга. 

4. Говорят, что прямолинейная фигура описывается 
около круга, если каждая сторона описываемой касается 
обвода круга. 

5. Подобным же образом говорят, что круг вписы- 
вается в фигуру, если обвод круга касается каждой сто- 
роны фигуры, в которую он вписывается. 

6. Говорят, что круг описывается около фигуры, если 
обвод круга касается каждого угла фигуры, около которой 
он описывается. 

7. Гозорят, что прямая вставляется *) в круг, если 
концы её находятся на обводе круга. 


Предложение 1 


В дачный №руг вставить прямую, равную заданной, 
не большей диаметра круга. 


*) зуариосЕс до — буквально «прилаживаться, приспособляться» 
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Пусть данный круг будет АВС, данная же прямая, 
не большая диаметра круга, пусть будет О. Вот требуется 
в круг АВС вставить прямую, равную прямой Д (черт. 1). 

Проведём в круге АВС 
диаметр ВС. Если теперь ВС 2__ 
равна 0), то предложенное И 
уже выполнено; действитель- 
но, в круг АВС вставлена 
равная О прямая ВС. Если 
же ВС больше Ш), то отло- 
жим равную О прямую СЕ 
и из центра С раствором СЕ 
опишем круг БА/ и соеди- / 
ним СА. 

Поскольку теперь точка 
С есть центр круга ЕА/Г, то 
СА равна СЁ. Но СЕ равна О; и значит, СА равна 2. 

Значит, в данный круг АВС вставлена прямая СА, рав- 
ная заданной прямой О, что и требовалось сделать (1). 


Черт. 1. 


Предложение 2 


В данный круг вписать треугольник, равноугольный 
данному треугольнику. 

Пусть данный круг будет АВС, данный же треуголь- 
ник ОЕГ (черт. 2); вот требуется вписать в круг АВС 
треугольник, равноугольный данному треугольнику ДОЕ/. 

Проведём к кругу АВС касательную НО в точке А 
(предложение 17 книги 1) и построим на прямой АС 
при точке её А угол САС, равный углу ОЕ[, на прямой 
же АН`при точке её А угол НАВ, равный [углу] О/Е 
(предложение 23 книги 1), и соединим ВС. 

Поскольку теперь круга АВС касается некоторая пря- 
мая АС и от касания в точке А внутрь круга проведена 
прямая АС, то значит, угол САС равен углу АВС в на- 
крестлежащем сегменте круга (предложение 32 книги Ш). 
Но угол САС равен углу ОЕГ; и значит, угол АВС равен 
РЕГ. Вследствие того же вот и угол АСВ равен углу О/Е; 
и значит, остающийся угол ВАС равен остающемуся углу ЕО/ 
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(предложение 32 книги 1) [значит, треугольник АВС рав- 
ноуголен треугольнику ОЕГ и вписывается в круг АВС]. 


Значит, в данный круг вписывается треугольник, рав- 
ноугольный данному треугольнику, что и требовалось сде- 
лать (2). 


Предложение 3 


Около данного круга описать треугольник, равно- 
угольный данному треугольнику. 

Пусть данный круг будет АВС, данный же треугольник 
РЕГ. вот требуется около круга АВС описать треугольник, 
равноугольный данному (черт. 3) треугольнику ДЕТ. 

Продолжим ЕГ в обе стороны к точкам Н, С и возьмём 
центр К круга АВС, проведём как-нибудь прямую КВ 
и построим на прямой КВ при точке её К угол ВКА, 
равный углу ДЕН (предложение 23 книги 1), и угол ВКС, 
равный О/А, и через точки А, В, С проведём к кругу 
АВС касательные [АМ МВМ и М№СЁ (следствие предло- 
жения 16 книги Ш). - 

И поскольку [М, ММ и М№Ё касаются круга АВС 
в точках А, В, С, прямые же, соединяющие центр К 
с точками А, В, С, суть КА, КВ, КС, то значит, углы 
при точках А, В, С прямые (предложение 18 книги Ш). 
И поскольку в четырёхстороннике АМВК четыре угла 
равны «вместе» четырём прямым, поскольку ведь АМВК 
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разделяется на два треугольника (предложение 32 книги [) 
и углы КАМ и КВМ прямые, то значит, остальные углы 
АКВ и АМВ равны ‹<вместе> двум прямым. Но и РЕН 
и ОЕ/ равны двум прямым (предложение 13 книги 1); 
значит, углы АКВ, АМВ равны РЕН, ОЕТ из которых 
АКВ равен ОДЕН; значит, остающийся угол АМВ равен 
остающемуся ДЕГ. 


и и 


2 А И 9 
Черт. 3. 


. Подобным же вот образом докажется, что и угол [МВ 
равен 0[Е; значит, остающийся угол МЁМ равен [остаю- 
щемуся] ЕЛШГ. Значит, треугольник ДММ равноуголен 
треугольнику ОЁЕГ; и описывается около круга АБС. 

Значит, около данного круга описывается треугольник, 
равноугольный данному треугольнику, что и требовалось 
сделать (3). 


Предложение 4 


В данный треугольник вписать круг. 

Пусть данный треугольник будет АВС; вот требуется 
в треугольник АВС вписать круг (черт. 4). 

Рассечём пополам углы АВС и АСВ прямыми ВВ и СО 
(предложение 9 книги Г), и пусть они встретятся друг 
с другом в точке О (постулат о книги Г); из О проведём 
к прямым АВ, ВС, СА перпендикуляры ОЕ, ОТ, ОН. 
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И поскольку угол АВО равен СВО, прямой же угол ВЕБ 

равен прямому В, то вот два треугольника ЕВО, /ВО, 

имеющих два угла, равные двум углам, и одну сторону, 

равную одной стороне, стягивающую один из равных уг- 

лов, а именно, общую их <сторону> ВО; значит, и осталь- 

ные стороны они будут иметь равными остальным (предло- 

И жение 26 книги [); зна- 

чит, 0Е равна ОГ. Вслед- 

ствие того же воти ДОН 

Е равна /2)/Г. Значит, три 

д прямые 0Е, ОГ, ОН рав- 

ны между собой; значит, 

круг, описанный из центра 

р раствором одним из 

РЕ, ОГ, ОН, пройдёт и 

7 через остальные точки и 

Черт. 4. коснётся прямых АВ, ВС, 

СА вследствие того, что 

углы при точках Е, /, Н прямые. Действительно, если 

бы он их пересекал, то прямая, проведённая под прямыми 

углами к диаметру круга в конце его, попадала бы внутрь 

круга; что, как доказано, невозможно (предложение 16 кни- 

ги 11); значит, круг, описанный из центра 2) раствором од- 

ним из ДЕ, ОГ, РАЯ, не пересечёт прямых АВ, ВС, СА; зна- 

чит, он коснётся их и будет кругом, вписанным в треуголь- 

ник АВС; пусть он будет вписан <и пройдёт> как ГНЁЕ. 

Значит, в данный треугольник АВС вписывается круг 
ЕН, что и требовалось сделать (4). 


Предложение 5 


Около данного треугольника описать круг. 

Пусть данный треугольник будет АВС; требуется же 
около данного треугольника АВС описать круг. 

Рассечём прямые АВ, АС пополам в точках О, Е 
(предложение 10 книги 1), и из точек О, Е под прямыми 
углами к АВ, АС проведём ОГ и ЕГ; вот они встретятся 
или внутри треугольника АВС или на прямой ВС или за 
ВС (черт. о, 6, 7). 
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Пусть сперва они встретятся внутри в Г (черт. 5); 
соединим /В, ГС, ГА. И поскольку АД равна ОВ, ОГ же 


общая и под прямыми углами, 


то значит, основание 4/ 


равно основанию /В (предложение 4 книги [). Подобным же 


А 


ИСХ, 


Черт. 5. 


вот образом докажем, что и С/ 


Черт. 6. 


равна 4/, так что и /В 


равна /С; значит, три прямые ГА, Г/В, ГС равны между 


собой. Значит, круг, описанный 
одним из ГА, (В, ГС, пройдёт и 
через остальные точки и будет 
кругом, описанным около тре- 
угольника АВС. Пусть он будет 
описан «и пройдёт» как АВС. 

Но вот пусть ОГ и ЕТ встре- 
тятся на прямой ВС в точке /[, как 
имеет ‹место> на втором черте- 
же; соединим А/. Подобным же 
вот образом докажем, что точка / 
есть центр круга, описанного 
эколо треугольника АБС. 

Но вот пусть ОГи ЕТ встре- 


из центра / паствором 


Черт. 7. 


тятся вне треугольника АВС опять в /, как -имеет <место» 
на третьем чертеже; соединим А/, ВГ, СГ. И поскольку 
опять АД равна ДВ, 02] же общая и под прямыми углами, 
то значит (предложение 4 книги [), основание А/ равно 
основанию ВГ. Подобным же вот образом докажем, что 
и СГ равна АГ; так что и В/Г равна /С; значит [опять}, 
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круг, описанный из центра / раствором одним из ГА, ГВ, 
[С, пройдёт и через остальные точки и будет описанным 
около треугольника АВС. 

Значит, около данного треугольника описывается круг, 
что и требовалось сделать (5). 


[Следствие] 


И ясно, что когда центр круга попадает внутрь тре- 
угольника, то угол ВАС, <как> оказавшийся в сегменте, 
большем полукруга, будет меньше прямого; когда же 
центр круга попадает на прямую ВС, то угол ВАС, «как» 
оказавшийся в полукруге, будет прямым; когда же центр 
круга попадает вне треугольника, то угол ВАС, «как» 
оказавшийся в сегменте, меньшем полукруга, будет больше 
прямого (предложение 831 книги Ш). [Так что и когда 
данный угол окажется меньшим прямого, то 0/, ЕГ попа- 
дут внутрь треугольника, когда же прямым, то на ВС, 
когда же большим прямого, то вне ВС, что и требовалось 
сделать. | 


Предложение 6 


В данный круг вписать квадрат. 
Пусть данный круг будет АВСО; вот требуется в 
круг АВСР вписать квадрат 
Я, (черт. 8). 

Проведём в круге АВС 
два диаметра АС, ВО под 
прямыми углами друг к другу и 
соединим АВ, ВС, СО, РА. 

И поскольку ВЕ равна ЕО, 
ибо Е центр, ЕА же общая 
и под прямыми углами, то зна- 
чит, основание АВ равно осно- 
ванию АР (предложение 4 

С кнйги [). Вследствие того же 

Черт. 8. вот и каждая из ВС, СО рав- 

на каждой из АВ, АД; значит, 

четырёхсторонник АВСР равносторонний. Вот я утвер- 
ждаю, что он и прямоугольный. Действительно, поскольку 
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прямая ВО есть диаметр круга АВСО, то значит, ВАР — 
полукруг; значит, угол ВАР — прямой (предложение 31 
книги Ш). Вследствие того же вот и каждый из углов 
АВС, ВСО, СРА будет прямым; значит, четырёхсторонник 
АВСР — прямоугольный. Доказано же, что он и равно- 
сторонний; значит, он квадрат (определение 22 книги |; 
и вписывается в круг АВС. 

Значит, в данный круг вписывается квадрат АВСО, 
что и требовалось сделать. 


Предложение 7 


Около данного круга описать квадрат. 

Пусть данный круг будет АВСО; вот требуется около 
круга АВСР описать квадрат (черт. 9). 

Проведём в круге АВСО два диаметра АС и ВО под 
прямыми углами друг к другу и через точки А, В, СО 
проведём к кругу АВСО ка- 
сательные /Н, НСО, СК, К! 2 


(следствие предложения 16 
книги Ш). 
Поскольку теперь /Н ка- 
сается круга АВСД и из центра 
Е к точке касания в А прове- р 
дена соединяющая прямая БА, 
то значит, углы при А прямые 
(предложение 18 книги Ш). 
Вследствие того же вот и углы 


при точках В, С, О прямые. И 

поскольку угол АЕВ прямой, верт 9. 
прямой. же и угол ЕВН, зна- 

чит, НО параллельна АС (предложение 29 книги |). 
Вследствие того же вот и АС параллельна /К. Так чтои НС 
параллельна /К (предложение 30 книги 1). Подобным же 
вот образом докажем, что и каждая из НГ, СК будет 
параллельна ВЕД. Значит, «фигуры» НК, НС, АК, 1В, 
ВК суть параллелограммы; значит (предложение 34 книги ]), 
Ш равна СК, НО же равна /К. И поскольку АС равна 
ВР, но и АС равна каждой из НО, ГК, ВО же равна 


9 Евклид 
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каждой из Н[Г и СДК (предложение 34 книги 1) [и значит, 
каждая из НА, [К равна’ каждой из Н/,. СК]; значит, че- 
тырёхсторонник /НОА равносторонний. Вот я утверждаю, 
что и прямоугольный. 

Действительно, поскольку НВЕБА параллелограмм и угол 
АЕВ прямой, то значит, и АНВ прямой (предложение 34 
книги [). Подобным же вот образом докажем, что и углы 
при Ц, К, [1 прямые. Значит, /НОК прямоугольный. Дока- 
зано же, что и равносторонний; значит, он квадрат (опре- 
деление 22 книги [) и л описывается около круга 
АВСО. 

Значит, около данного круга описывается квадрат, что 
и требовалось сделать. 


Предложение 8 


В данный квадрат вписать круг. 
Пусть данный квадрат будет АВСР; вот требуется в 
квадрат АВСО вписать круг (черт. 10). 
Рассечём каждую из АД и 
АВ пополам в точках Е и /, 


и через Е параллельно каждой 
из АВ, СР проведём Ба 
(предложения 31, 30 книги ]), 
через же / параллельно каж- 
дой из АР, ВС проведём /К; 
значит, каждая из «фигур» АК, 
КВ, АЦ, (О, АН, НС, ВН, 
НО будет параллелограммом, и 
противоположные их стороны, 


очевидно, равны (предложение 

арт, 10. 34 книги !). И поскольку АР 

равна АВ и половина АД есть 

АЕ, половина же АВ есть А[, то значит, АЕ рав- 
на А/› так что и противоположные «стороны» равны; 
значит, и /Н равна НЕ. Подобным же вот образом дока- 
жем, что и каждая из НО, НК равна каждой из /Н, НЕ; 
значит, четыре <прямых> НЕ, НГ, НС, НК равны между 
собой. Значит, круг, описанный из центра Н раствором 
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одним из ЕЁ, Г, С, К*), пройдёт и через остальные точки 
и коснётся прямых АВ, ВС, СО, РА вследствие того, что 
углы при ЕЁ, Г, С, К прямые; действительно, если бы круг 
пересекал АВ, ВС, СО, РА, то прямая, проведённая под 
прямыми углами к диаметру круга в его конце, попадала 
бы внутрь круга, что, как доказано, нелепо (предложение 
16 книги Ш). Значит, круг с центром Н, описанный ра- 
створом одним из Ё, Г, С, К, не пересекает прямых АВ, ВС, 
Ср, РА; значит, он их касается и будет вписанным в 
квадрат АВС). 

Значит, в данный квадрат вписывается круг, что и тре- 
бовалось сделать. 


Предложение 9 


Около данного квадрата описать круг. 
Пусть данный квадрат будет АВСШО; вот требуется 
около квадрата АВСЬ описать круг (черт. 11). 
Действительно, пусть соединяющие АС, ВО пересекают 
друг друга в ЕЁ. 
И поскольку ДА равна АВ, АС же общая, то вот две 
«прямые» ДА, АС равны двум И 
ВА, АС; и основание ОС равно 
основанию ВС; значит, и угол 
РАС равен углу ВАС; значит, 
угол ДАВ рассечён прямой АС 
пополам. Подобным же вот р ри 
образом докажем, что и каж- 
дый из углов АВС, ВСО, СПА 
рассечён прямыми АС, ОВ по- 
полам. И поскольку угол ДАВ 


равен АВС, и половина угла А 
РАВ будет ЕАВ, половина же Ч | 
АВС будет ЕВА, то значит, ерт. 11. 


ЕАВ равен ЕВА, так что и 

сторона ЕА равна ЕВ (предложение 6 книги 1). Подобным 
же вот образом докажем, что и каждая из [прямых] БА, 
ЕВ равна каждой из ЕС, ЕР. Значит, четыре прямые БА, 


*) Сокращённое обозначение вместо НЕ, НГ, НО, НК. 
0* 
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ЕВ, ЕС, ЕП равны между собой. Значит, круг, опи- 
санный из центра Е раствором одним из ЕА, ЕВ, ЕС, ЕР, 
пройдёт и через остальные точки и будет описан- 
ным около квадрата АВСО. Пусть он описан <и прой- 
дёт> как АВС. 

Значит, около данного квадрата описывается круг, что 
пн требовалось сделать. 


Предложение 10 


Построить равнобедренный треугольник, имеющий 
каждый из углов при основании вдвое большим остаю- 
щегося. 

Отложим некоторую прямую АВ и рассечём её в точке С 
так, чтобы прямоугольник, заключённый между АВ и ВС, был 
равен квадрату на СА (пред- 
ложение 11 книги П) (черт. 12); 
и из центра А раствором АВ 
опишем круг ВОЕ и вставим в 
круг ВОЕ прямую ВД, равную 
прямой АС, не большей диа- 
метра круга ВОЕ (предложе- 
ние 1); и соединим АД, ОС, 
и около треугольника АСР 
опишем круг АСД (предложе- 
ние 5). 

Черт. 12. И поскольку прямоугольник 

между АВ, ВС равен квад- 

рату на АС, АС же равна ВО, то значит, прямоугольник 
между АВ, ВС равен квадрату на ВО. И поскольку вне 
круга АСР взята некоторая точка В, и от этой точки В 
упали на круг АСО две прямые ВА, ВО, и из них одна 
пересекает, а другая только встречает <круг», и прямо- 
угольник между АВ, ВС равен квадрату на ВО, то зна- 
чит, «прямая» ВО касается круга АСО (предложение 37 
книги Ш). Поскольку теперь ВВ касается, из точки же 
касания в ОД проведена ДОС, то значит, угол ВОС равен 
углу ДАС в накрестлежащем сегменте круга (предложе- 
ние 32 книги Ш). Поскольку теперь угол ВОС равен ДАС, 
прибавим общий угол СДА; значит, весь угол ВРА равен 
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двум углам СДА, РАС. Но углам СРА, РАС равен внеш- 
ний ВСР (предложение 32 книги 1); и значит, угол ВРА 
равен ВСО. , 

Но угол ВШОА равен СВДО, поскольку и сторона АР 
равна АВ (предложение 5 книги [), так что и угол РВА 
равен ВСШО. Значит, три угла ВА, ОВА, ВСР равны 
между собой. И поскольку угол ОВС равен ВСР, и сто- 
рона ВР равна стороне ОС (предложение 6 книги 1). Но 
ВО предполагается равной СА, и значит, СА равна СО; 
так что и угол СОА равен углу ДАС (предложение э 
книги 1); значит, СРА, РАС «вместе» в два раза больше 
РАС. Угол же ВСР равен СРА, РАС и значит, ВСО 
вдвое больше САД. Угол же ВСР равен каждому из ВРА, 
ОВА; и значит, каждый из ВРА, ОВА вдвое больше ДАВ. 

Значит, построен равнобедренный треугольник АВО,. 
имеющий каждый из углов при основании вдвое большим 
остаю:цегося, что и требовалось сделать. 


Предложение 11 


В дачный круг вписать равносторонний и равноуголь- 
ный пятиугольник. 

Пусть дакный круг будет АВСОЁЕ; вот требуется впи- 
сать в круг АВСРЕ равносторонний и равноугольный пя- 
тиугольник (черт. 13). 

Возьмём *) равнобедренный треугольник /НС, имеющий 
каждый из углов при Ни С вдвое большим угла при / 
(предложение 10), и впишем в круг АВСРЕ треугольник 
АСО равноугольный с треугольником /НС так, чтобы углу 
при / был равен САД, а каждому из углов при Ни С 
были бы равны каждый из АСО, СОА (предложение 2); 
и значит, каждый из АСО, СВА будет вдвое больше САД. 
Вот рассечём каждый из углов АСО и СРА пополам пря- 
мыми СЕ и ОВ (предложение 9 книги 1) и соединим АБ, 
ВС, [СБ], БЕ, БА. 

Поскольку теперь каждый из углов АСР и СРА вдвое 
больше САД, и они рассечены пополам прямыми СЁ, ОВ, 


*) У Евклида &хи $ — выложим, выставим на вид. 
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то значит, пять углов РАС, АСЕ, ЕСО, СОВ, ВРА равны 
между собой. Равные же углы опираются на равные обводы 
(предложение 26 книги 1); значит, пять обводов АВ, ВС, 
Ср, ОЕ, БА равны между ‘собой. Но равные обводы стя- 
гиваются равными прямыми (предложение 29 книги Ш); зна- 
чит, пять прямых АВ, ВС, СО, РЕ, ЕА равны между со- 
бой; значит, пятиугольник АВСОЕ равносторонний. Вот 
я утверждаю, что и равноугольный. Действительно, по- 
скольку обвод АВ равен обводу РЁ, то прибавим общий 


Я Г 


р 
Черт. 13. 


ВСО; значит, весь обвод АВСД равен всему обводу ЕРСВ. 
И на обвод АВСО опёрся угол АЕО, на обвод же ЕОСВ 
угол ВАЕ; и значит, угол ВАЕ равен АЕР (предложе- 
ние 27 книги Ш). Вследствие того же вот и каждый из 
углов АВС, ВСО, СЕ равен кажлому из ВАЕ и АЕО; 
значит, пятиугольник АВСОЕ равноугольный. Доказано же, 
что он и равносторонний. 

Значит, в данный круг вписывается равносторонний и 
равноугольный пятиугольник, что и требовалось сделать (6). 


Предложение 12 


Около данного круга описать равносторонний и рав- 
ноугольный пятиугольниг. 

Пусть данный круг будет АВСОЕ; требуется же около 
круга АВСРЕ описать равносторонний и равноугольный 
пятиугольник. 
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Вообразим *), что А, В, С, Р, Е будут угловые точки 
вписанного пятиугольника (черт. 14) (предложение 11), так 
что обводы АВ, ВС, СО, ОЕ, ЕА равны; и через А, В, 
С, О, Е проведём касательные к кругу НС, СК, КЕ, ЕМ, 
ММ (предложение 17 книги Ш), возьмём центр Г круга 
АВСРЕ (предложение | книги Ш) и соединим Г/В, ГК, ГС, 
Ш. Ш. 

И поскольку прямая КГ касается круга АВСОЕ в С, из 
центра же / к точке касания в С проведена соединяю- 
щая ГС, то значит, /С пер- 
пендикулярна к КЁ (пред- 
ложение 18 книги Ш); зна- 
чит, каждый из углов при 
С — прямой. Вследствие того 
же вот и углы при точках 
В и О прямые. И поскольку 
угол /СК прямой, то значит, 
квадрат на /К равен квад- 
ратам на ГС, СК <вместе» 
(предложение 47 книги 1). 
Вследствие того же вот и 
квадратам на /В, ВК будет Черт. 14. 
равен квадрат на /К, так что 
квадраты на /С и СК равны квадратам на /В и ВК, из кото- 
рых квадрат на /С равен квадрату на /Б; значит, остающийся 
квадрат на СК равен квадрату на ВК. Значит, ВК равна СК. 
И поскольку [В равна Г/Си/К общая, то вот две «прямые» 
ВГ, ГК равны двум СГ, ГК; и основание ВК равно основа- 
нию СК; значит, угол ВУК равен [углу|] КГС (предложе- 
ние 8 книги 1); угол же ВАТ равен’ /КС (предложение 32 
книги [); значит, угол ВГС вдвое больше угла К/С, ВКС 
угла /КС. Вследствие того же вот и угол СГ) вдвое 
больше С/[, 2ЁС угла ШС. И поскольку обвод ВС 
равен СД, то и угол ВГС равен СИ) (предложение 27 
книги 1]). И угол ВГС вдвое больше угла К/С, О/С 
угла //С; значит, и КГС равен [.ГС, и угол ГСК равен /СЁ. 


*) У Евклида узуойс0ю — разумею, понимаю, представляю 
в уме. 
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Вот будут два треугольника /КС и ШС, имеющих два угла, 
равных двум углам, и одну сторону, равную одной сто- 
роне, именно, их общую ГС; значит, они будут иметь и 
остальные стороны равными остальным и остающийся угол, 
равным остающемуся (предложение 26 книги 1[); значит, 
прямая АС равна СД, угол же [КС равен Г.С. 

И поскольку КС равна СЁ, то значит, КЁ вдвое 
больше КС. Таким же вот образом будет доказано, что 
ни СК вдвое больше ВК. И ВК равна КС; и значит, СК 
равна КЁ. Подобным же вот образом будет доказано, что и 
каждая из <прямых> СН, НМ, МЕ равна каждой из СК, 
КЕ; значит, пятиугольник НОКЁМ равносторонний. Вот 
я утверждаю, что и равноугольный. Действительно, по- 
скольку угол /КС равен Г.С, и по доказанному угол САХ 
вдвое больше угла /КС, КЕМ же вдвое больше угла /ЁС, 
то значит, и угол СКЁ равен КЁМ. Подобным же вот 
образом будет доказано, что и каждый из углов КСН, 
@НМ, НМЕ равен каждому из СКЕ, КЕМ; значит, пять 
углов НОАК, СКГ, КЕМ, [МН, МНС равны между собой. 
Значит, пятиугольник НОКЁМ равноугольный. Доказано 
же, что он и равносторонний, и описывается около круга 
АВСОБЕ. 

[Значит, около данного круга описывается равноуголь- 
ный и равносторонний пятиугольник], что и требовалось 
сделать. 


Предложение 13 


В данный пятиугольник, являющийся равносторонниж 
и равноугольным, вписать круг. 

Пусть данный пятиугольник равносторонний и равно- 
угольный будет АВСОЕ; вот требуется вписать в пяти- 
угольник АВСОЕ круг (черт. 15). 

Рассечём каждый из углов ВСО, СОЕ пополам прямыми 
СТ, ОГ; и из точки /, в которой встречаются друг с дру- 
гом прямые С/ и ДОГ, проведём соединяющие прямые /ВБ, 
ДА, [Е. И поскольку ВС равна СД, СГ же общая, то вот 
две <прямые>» ВС, [С равны двум ОС, СГ и угол ВС 
равен углу ОСГ; значит, оснозание БГ равно основанию ОГ 
(предложение 4 книги [), и треугольчик ВСТ равен тре- 
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угольнику ОСГ, и остальные углы равны остальным, стяги- 
ваемым равными сторонами; значит, угол СВГ равен СОГ. 
И поскольку угол СРЕ вдвое больше СОГ, угол же СРЕ 
равен АВС, СО] же равен СВГ и, значит, угол СВА вдвое 
больше СВГ; значит, угол АВГ равен /ВС; значит, угол 
АВС делится прямой В/ пополам. Подобным же вот обра- 
зом будет доказано, что и каждый из углов ВАЕ, АЕБ 
делится пополам прямыми ГА, ГЕ. Вот проведём из точки Г 
к прямым АВ, ВС, СО, ОЕ, ЕА перпендикуляры ГН, Г, 
ГК, Г, ГМ. И поскольку угол 
СС! равен КС/Г, прямой же 
угол [@С равен [прямому] 
КС, то вот два треугольника 
С, ТКС, имеющих два угла, 
равных двум углам, и одну 
сторону, равную одной сторо- 
не, — их общую ГС, — стяги- 
вающую один из равных углов; 
значит, они будут иметь и 
остальные стороны равными 
остальным; значит, перпенди- Черт. 15. 
куляр /О равен перпендикуля- 
ру К. Подобным же вот образом будет доказано, что и 
каждая из «прямых» Ш, 1, Г[Н равна каждой из /А, /К; 
значит, пять прямых /Н, Г, ГК, Г. ГМ равны между собой. 
Значит, круг, описанный из центра / раствором одним из //1, 
Га, ГК, Ц. ГМ, пройдёт и через остальные точки и коснётся 
прямых АВ, ВС; СО, РЕ, ЕА вследствие того, что углы 
при точках М, @, К, Ё, М прямые. Действительно, если он не 
коснётся их, но пересечёт их, то произойдёт, что прямая, про- 
ведённая в конце диаметра под прямыми углами, упадёт 
внутрь круга, что по доказанному нелепо (предложение 16 
книги 11). Значит, круг, описанный из центра / раствором 
одним из /Н, 14, (К, И. ПМ, не пересечёт прямых АВ, 
ВС, СО, ПЕ, БА; значит, он их коснётся. Пусть он опи- 
сан <и будет» как НОКЕМ. 

Значит, в данный пятиугольник, являющийся равносто- 
ронним и равноугольным, вписывается круг, что и требо- 
валось сделать. 
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Предложение 14 


Около данного пятиугольника, являющегося равно- 
сторонним и равноугольным, описать круг. 

Пусть данный пятиугольник, являющийся равносторон- 
ним и равноугольным, будет АВСОЕ; вот требуется около 
пятиугольника АВСОЕ описать круг (черт. 16). 

Вот рассечём каждый из углов ВСР и СРЕ пополам 
прямыми СГ, ОГи от точки /, в которой встречаются пря- 
мые, к точкам В, А, Е проведём соединяющие прямые /В, 
ГА, ГЕ. Подобно вот предыдущему будет доказано, что и 

каждый из углов СВА, ВАБ, АЕР 

в) делится пополам «соответственно» 

прямыми /Б, ГА, 1Е. И поскольку 

угол ВСР равен СОЕ и полови- 

„В на ВСО есть /СО, половина же 
СРЕ угол СОГ, и значит, ГСО 

равен //)С; так что и сторона /С 

равна стороне //> (предложение 6 

книги Г). Подобным же вот об- 

й й/ разом будет доказано, что и каж- 

дая из прямых /В, ГА, ТЕ равна 

Черт. 16. каждой из /С, [); значит, пять 

прямых /А, /В, ГС, Г), [Е равны 

между собой. Значит, круг, описанный из центра / раство- 

ром одним из /А, /В, (С, Ш), ТЕ, пройдёт и ‘ерез 

остальные точки и будет описанным. Пусть он описан и 
будет АВСПЕ. 

Значит, около данного пятиугольника, являющегося рав- 
носторонним и равноугольным, описывается круг, что и 
требовалось сделать. 


Предложение 15 


Б данный круг вписать шестиугольник равносторон- 
ний и равноугольный. 

Пусть данный круг будет АВСРЕГ; вот требуется впи- 
сать в круг АВСОЕ!{ шестиугольник равносторонний и 
равноугольный (черт. 17). 
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Проведём диаметр АД круга АВСРЕГи возьмём центр 
круга Н, из центра 2 раствором ОН опишем круг ЕНСС, 
соединяющие прямые ЕН и СН продолжим до ВиГ[Ги 
соединим АВ, ВС, СО, ОЕ, ЕГ, ГА. Я утверждаю, что 
АВСРЕТГ шестиугольник равносторонний и равноугольный. 

Действительно, поскольку точка Н есть центр круга 
АВСОЕГ, то НЕ равна НО. Далее, поскольку точка О 
центр круга ЕНСО, то ОЕ равна ОН. Но, как доказано, 
НЕ равна НО; и значит, НЕ рав- 
на Е/); значит, треугольник ЕНО 
равносторонний; и значит, три его 
угла ЕНО, НОЕ, РЕН равны 
между собой, поскольку ведь в 
равнобедренных треугольниках 
углы при основании равны между 
собой (предложение 9 книги 1), и 
три угла треугольника ‹<вместе» 
равны двум прямым (предложение 
32 книги 1); значит, угол ЕНР — 
треть двух прямых. Подобным же 
вот образом будет доказано, что 
и угол ОНС третья часть двух 
прямых. И поскольку прямая СН, 
восставленная на ЕВ, образует 
смежные углы, равные двум пря- Черт. 17. 
мым (предложение 13 книги |), 
то значит, и оставшийся угол СЯВ — треть двух пря- 
мых; значит, углы ЕНО, РНС, СНВ равны между собой, 
так что и их углы через вершину *) ВНА, АНГ, ПЕ 
(предложение 15 книги 1) равны [углам ЕНО, ОНС, 
СНВ|. Значит, шесть углов ЕНО, РНС, СНВ, ВНА, 
АНГ, [НЕ равны между собой. Равные же углы опираются 
на равные обводы (предложение 26 книги Ш); значит, 
шесть обводов АВ, ВС, СО, ОЕ, Е, ГА равны между 
собой. Равные же оЭводы стягиваются равными пря- 
мыми (предложение 29 книги ПШ); значит, шесль этих пря- 
мых равны между собой; значит, шестиугольник АВСОЕТ 


*) Т. е. вертикальные. 
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равносторонний. Вот я утверждаю, что и равноугольный. 
Действительно, поскольку обвод /А равен обволду ЕД, при- 
бавим общий обвод АВСО; значит, вся ГАВСР равна всей 
ЕРСВА; и на обвод ГАВСР опёрся угол ГЕР, на обвод 
же ЕОСВА угол АГЁ; значит, угол А/Е равен ДЕТ (пред- 
ложение 27 книги Ш). Подобным же вот образом будет 
доказано, что и остальные углы шестиугольника АВСОЕ! 
поодиночке равны каждому из углов А/Е, [ЕД); значит, 
шестиугольник АВСОЕ! равноугольный. Доказано же, что 
он и равносторонний и вписывается в круг АВСБЕ!. 
Итак, в данный круг вписывается шестиугольник равно- 
сторонний и равноугольный, что и требовалось сделать. 


Следлств ие 


Из этого вот ясно, что сторона шестиугольника. равна 
прямой «из центра круга» *). 

Подобным же образом, как для пятиугольника, если про- 
вести через деления по кругу касательные к кругу, то около 
круга опишется равносторонний и равноугольный шести- 
угольник, следуя тому, что сказано о пятиугольнике (пред- 
ложение 12). И ещё на основании <доказательств», подобных 
изложенным для пятиугольника, в данный шестиугольник 
(предложения 13, 14) впишем и <около него» опишем круг, 
что и требовалось сделать. 


Предложение 16 


В данный круг вписать пятнадцатиугольник равно- 
сторонний и равноугольный. 

Пусть данный круг будет АВСШО; вот требуется в круг 
АВСР вписать пятнадцатиугольник равносторонний и равно- 
угольный (черт. 18). 

Впишем в круг 'АВСО сторону АС равностороннего тре- 
угольника, в него вписанного (предложение 2), и сторону 
АВ равностороннего пятиугольника; значит, каких равных 


*) Т. е. радиусу, для обозпачения которого греки не имели 
специального термина; слово «гаФи$ — лучз введено позднее. 
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долей *) будет в круге АВСО пятнадцать **), таких в 0б- 
воде АВС, являющемся третью круга, будет пять, в обводе 
же АВ, являющемся пятой частью круга, будет три; зна- 
чит, в остающемся обводе ВС равных <долей>» будет две. 
Рассечём ВС пополам в Е (предложение 30 книги Ш); 
значит, Каждый из обводов ВЕ 
и ЕС будет пятнадцатой частью 
круга АВС. 

Значит, если, соединив ВЕ 
и ЕС, будем вставлять в круг 
АВСР одну за другой равные 
им прямые (предложение 1), то 
получим вписанный в круг пят- 
надцатиугольник равносторон- 
ний и равноугольный, что и 
требовалось сделать. 

Подобным же образом, как 
для пятиугольника, если про- Черт. 18. 
вести через деления по кругу 
касательные к кругу, то опишется около круга пятнадцати- 
угольник равносторонний и равноугольный (предложение 12). 
Ещё же на основании доказательств, подобных тем, что 
для пятиугольника, мы впишем в данный пятнадцатиуголь- 
ник и опишем <около него» круг (предложения 13 и 14), 
что и требовалось сделать (7, 8, 9, 10). 


*) У Евклида трйразоу, т. е. ‹отрезков». 

**) офу ара &вцу 0 АВГА ду]06 (су тиуратюу дехатёие — до- 
словно «значит, каких равных долей был бы круг АВСО «в» 
пятнадцать». Мы сказали бы: ‹если весь круг АВСО равняется 
пятнадцати долям, то обвод АВС будет равняться пяти таким 


ДОЛЯМ И Т. Д.> 


КНИГА ПЯТАЯ 
гегегегегегегегеГе гегегеге гегеге гагегегегего} 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


1. Часть есть величина <от» величины, меньшая `<от» 
большей, если она измеряет большую. 

2. Кратное же — бблыная ‹от> меньшей, если она 
измеряется меньшей. 

3. Отношение есть некоторая зависимость *) двух одно- 
родных величин по количеству (1, 2, 3, 4). 

4. Говорят, что величины имеют отношение между 
собой, если они, взятые кратно, могут превзойти друг 
друга (5, 6, Т, 8). 

о. Говорят, что величины находятся в том же отно- 
щечии: первая ко второй и третья к четвёртой, если рав- 
нократные первой и третьей одновременно больше, или 
одновременно равны, или одновременно меньше равнократ- 
ных второй и четвёртой каждая каждой при какой бы то 
ни было кратности, если взять их в соответственном по- 
рядке (9, 10, 11, 12). 

6. Величины же, имеющие то же отношение, пусть на- 
зываются иропорииональными **). 


*) У Евклида ов — собственно говоря, состояние (пабНиз}) 
от <= — удерживать (усиленное угу — иметь). - 

*+) дуа)отос — соразмеримый, согласный, сходный. У Евклида 
просто ауб)ооу, что по форме не является прилагательным, хотя 
употребляется и в значении чего-то похожего на прилагатель- 
ное. Хизс (Неа{В) толкует а»а)отоу как @у& )010у — в отношении 
ити, ещё лучше, в пропорции. Нашему слову «пропорция» у 
Евклида соответствует буа)оиа, употребляющееся у Аристотеля 
ни в более широком смысле (например, Никомахова этика У, 6; 
Физика 1У, 3). 
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7. Если же из равнократных кратное первой превышает 
кратное второй, а кратное третьей не превышает кратного 
четвёртой, то говорят, что первая ко второй имеет больгиее 
отношение, чем третья к четвёртой. 

8. Пропорипя же состоит по меньшей мере из трёх 
членов (13). 

9. Когда же три величины пропорциональны, то гово- 
рят, что первая к третьей имеет двойное отношение п;р- 
вой ко второй *). 

10. Когда же четыре величины пропорциональны, то- 
говорят, что первая к четвёртой имеет тройное отношение 
первой ко второй и так далее, всегда, пока существует 
пропорция **). 

11. Соответственными величинами называются преды- 
дущие «по отношению к» предыдущим, последующие же 
‹к> последующим. 

12. Переставленное отношение есть взятие <отноше- 
ния> предыдущего к предыдущему и последующего к по- 
следующему ***). 

13. Перевёрнутое отношение есть взятие <отношения» 
последующего как предыдущего к предыдущему как к по- 
следующему ****). 


*) В данном случае речь идёт о непрерывной пропорции. 


а: —=6:с, 
Евклид хочет сказать, что 

а _ [(а\?. 

се _ \6/’ 
его термин «двойное (би) &счоу) отношение» следует понимать как’ 
отношение, повторённое два’ раза множителем. 

**) У Евклида ®с @у 71 ауо)оо бпарут. Гейберг переводит 
диа!зсипаие Чафа е${ ргорогНо — какой бы ни была про- 
порция. 

***) У Евклида 2уа))аё ^010; — отношение накрест (латинский 
термин регтща\а гаНо или регииап4о); если а:6=с:а, то 
а:с = 6: а. 

****) У Евклида дубка)му 0105 — отношение наоборот (пуегза 
таНо или шуецеп4о); если а: = с:а, то 6:а =а:с. 
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14. ГГрисоединение отношения есть взятие <отноше- 
ния» предыдущего с последующим как одного «члена» 
к этому самому последующему *). 

15. Выделение отношения есть взятие «отношения» 
избытка предыдущего над последующим к этому самому 
последующему **). 

16. /Гереворачивание отношения есть взятие <отноше- 
ния» предыдущего к избытку предыдущего над последую- - 
щим ***). 

17. По равенству отношение бывает при задании не- 
скольких величин и равного им количества других, нахо- 
дящихся, взятые попарно, в том же самом отношении, 
когда как первая к последней в <ряду> первых величин, 
так будет и первая к последней в <‹ряду> вторых величин; 
или иначе; взятие «отношения» крайних с пропуском 
средних ****). 

18. Перемешанная же пропорция бывает, когда при 
задании трёх величин и других равных им по количеству 
получается, что как в ‹ряду> первых величин предыдущая 
к последующей, так и в ‹ряду> вторых величин преды- 
дущая к последующей, как же в <‹ряду> первых величин 
последующая к какой-то <третьей>, так в ряду вторых 
какая-то «третья» к предыдущей *****). 


*) У Евклида с5уфз05 20100 — сотроз$ о гаНот5, или со- 
кращзнно воудёут, — сотропеп4о; если а: =с:а, то (а В):6 = 
— (С -- 4): 4. 

«*) У Евклида 61910гсв \0109 — зиБЯтасЧо гаЧотз, или со- 
кращённо ди=)0ут, — @теп4о, зерагап4о или 9111; если а:6 = 
—с:а, то (а — 6): = (с — а): а. 

***) У Евклида дуастробт 1000 — сопуег$ю  таМотшз, сокра- 
щённо пуаатрёрауч — сопуечепао; если а: —=с:а, то а(а — 65) = 
—с:(6 — 4). 

+#**) У Евклида & {900 )0106 —ех аедио или ех аедиаН, если 
а:6:с == А:В:С, то а: = А:С. 

«#+ж*) У Евклида тетаоролизут @уо) о’ — рециграйа ргорог@о, 
если даны три величины а, 8, си три других А, В, С таких, что 


а: =В:С 6: —=А:В, 


то 
а:с = А:С. 
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Предложение 1 


Если будет несколько величин, равнократных каждая 
каждой каким-нибудь <другим, взятым» в равном коли- 
честве величинам, то сколько раз одна из ‹первых» ве- 
личин будет кратна одной ‹из вторых», столько же 
раз будут и все «первые величины вместе» кратны всем 
«вторым». 

Пусть будет несколько величин АВ, СО, равнократных 
каждая каждой каким-нибудь <другим, взятым» в равном 
количестве величинам Е, Г; я утверждаю, что сколько раз 
АВ кратна Е, столько же раз и АВ, СО «вместе> будут 
кратны РЁ, / (черт. 1). 


и 
Я=—__в 2 @ р 
Е—— / 
Черт. 1. 


Действительно, поскольку равнократны АВ для Еи СО 
для [, то значит, сколько в АВ будет величин, равных КБ, 
столько и в СО равных /. Разделим АВ на равные Е ве- 
личины АН, НВ, а СР на равные / величины С, СО; 
вот количество величин АЯ, НВ будет равно количеству 
величин СЦ, @Д. И поскольку АН равно Е, СС же Г, 
то значит, АН равно Е, и АН, СС равны Е, Г. Вот 
вследствие того же НВ равно Е, и НВ, СО равны 
Е, Г; значит, сколько в АВ равных Е, столько и в 
АВ, СР ‘равных Е, Г; значит, сколько раз АВ крат- 
на ЕЁ, столько же раз и АВ, СР «вместе» будут крат- 
ны БК, Г. 

Значит, если будет несколько величин, равнократных 
каждая каждой каким-нибудь <другим, взятым» в равном 
количестве величинам, то сколько раз одна из <первых» 
величин будет кратна одной «из вторых», столько же раз 
и все ‹первые вместе» будут кратны всем <вторым», что 
и требовалось доказать (14). 


10 Евклид 
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Предложение 2 


Если первая «величина» столько же раз кратна вто- 
рой, сколько и третья четвёртой, и пятая столько же 
раз кратна второй, сколько и шестая четвёртой, то 
составленная первая и пятая будут столько же раз 
жкратны второй, сколько третья и шестая ‹кратны> 
четвёртой. 

Пусть первая ‹величина» АВ столько же раз кратна 
второй С, сколько третья ДЕ четвёртой [, пусть же и 

В 


м——————————м 


[А 


2 


4 =——— 


Черт. 2. 


пятая ВН столько же раз кратна второй С, сколько и 
шестая ЕС четвёртой [; я утверждаю, что и составлен- 
ные первая и пятая АН будут столько же раз кратны вто- 
рой С, сколько третья и шестая ОС <кратны» четвёртой [ 
(черт. 2). 

Действительно, поскольку одинаково кратны АВ от С 
и ОЕ от /, то значиг, сколько в АВ <величин», равных С, 
столько же и в ДЁ, равных Г. Вот вследствие того же и 
сколько в ВН будет равных С, столько же ив ЕС рав- 
ных /; значит, сколько во всём АН равных С, столько и 
во всём ООС равных Г. Значит, сколько раз АН кратна С, 
столько раз и ДО кратна /. Значит, и составленные первая 
и пятая АН столько же раз будут кратны второй С, 
сколько раз и третья и шестая ОО кратны четвёртой Г. 

Значит, если первая столько же раз кратна второй, 
сколько и третья четвёртой, и пятая столько же раз кратна 
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второй, сколько и шестая четвёртой, то составленные пер- 
вая и пятая будут столько же раз кратны второй, сколько 
третья и шестая кратны четвёртой, что и требовалось до- 
казать. 


Предложение 3 
Если первая «величина» столько же раз кратна 
второй, сколько и третья четвёртой, и взяты равно- 
жратные первой и третьей, то «по равенству» из взятых 


каждая будет одинаково кратна каждой: одна — второй, 
другая же четвёртой. 


й 
6 


Черт. 3. 


Пусть первая «величина» А будет столько же раз 
кратна второй В, сколько и третья С четвёртой О, и пусть 
взяты Е{и НО равнократные А иС (черт. 3); я утверждаю, 
что Е/ будет столько же раз кратна В, сколько и НО 
кратна О. 

Действительно, поскольку одинаково кратны БГ от А 
и НС от С, то значит, сколько в Е/Г равных А, столько 
и в АС равных С. Разделим Е] на равные А величины ЕК, 
КТ, а НОС на равные С величины НЕ, [0; вот коли- 
чество ЕК, КГ будет равно количеству НЕ, 2[ С. И поскольку 
одинаково кратны А для Ви С для О), ЕК же равно А, 
а НЁ равно С, то значит, одинаково кратны будут ЕК 
для Ви НЕЁ для ШО. Вот вследствие того же одинаково 
кратны будут К/ для В и [С для О. Поскольку теперь 
первая ЕК столько же раз кратна второй В, сколько и 
третья ЧЁ кратна четвёртой О, и пятая К/ столько же раз 


10* 
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кратна второй В, сколько и шестая [С кратна четвёртой О, 
то значит, и сложенные первая и пятая ЕГ будут столько 
же раз кратны второй В, сколько и третья и шестая На 
кратны четвёртой [) (предложение 2). 

Значит, если первая столько же раз кратна второй, 
сколько и третья четвёртой, и взяты равнократные первой 
и третьей, то «по равенству» из взятых каждая будет 
одинаково кратна каждой: одна — второй, а другая — чет- 
вёртой, что и требовалось доказать. 


Предложение 4 


Если первая ко второй имеет то же самое отноше- 
ние, что и третья к четвёртой, то и равнократные 
первой и третьей к равнократным второй и четвёртой, 
при любой кратности будут иметь то же самое отно- 
шение, взятые в соответственном порядке. 

Пусть первая А ко второй В будет иметь то же самое 
отношение, что и третья С к четвёртой О, и пусть взяты 
Е, [Г равнократные от А, С, от В, О же другие какие- 
нибудь равнократные /, С; я утверждаю, что будет как 
Ек Н, так и Гк С. 

Действительно, возьмём от Ё, [ равнократные К, Ё, 
а от Я, С другие, какие угодно, равнократные М и М 
(черт. 4). 

И поскольку одинаково кратны Е от А, /[ же от С, и 
от Е, Г взяты равнократные К, [, то значит, одинаково 
кратны А от Аир от С (предложени: 3). Вот вследствие 
того же одинаково кратны Мот Ви М от Д. И поскольку 
будет, что как А к В, так и Ск Ш, и взяты от А, С рав- 
нократные К, Д, от В, 1) же другие какие угодно равно- 
кратные М, №, то значит, если К превышает М, то и / 
превышает Л, и если равны ‹первые», то равны «и вто- 
рые>, и если меньше ‹первые», то меньше ‹и вторые» 
(определение 5). И К, Г суть равнократные от РД, Г[, а М, 
№ другие какие угодно равнократные от Н, С; значит, 
будет, что как Е к Н, так и Гк СО (определение 5). 

Значит, если первая ко второй имеет то же самое 
отношение, что и третья к четвёртой, то и равнократные 
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первой и третьей к равнократным второй и четвёртой. при 
любой кратности будут иметь то же самое отношение, 


д 


в-—— 


Е 


М =—————ы—ы———-- 


Черт. 4. 


взятые в соответственном порядке, что и требовалось до- 
казать. 


Предложение 5 


Если величина столько же раз кратна <другой>» ве- 
личине, сколько отнимаемое *) кратно отнимаемому, 
то и остаток будет столько же раз кратен остатку, 
сколько раз и целое кратно целому. 


*) Употреблённый в тексте термин &фазреф» обозначает так- 
же и «вычитаемое», однако я намеренно избегаю этого термина, 
поскольку Евклилу чужда всякая арифметизация геометрии. 
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Пусть величина АВ будет столько же раз кратна ве- 
личине СО, сколько отнимаемое АЕ «кратно» отнимае- 
мому СГ; я утверждаю, что и остаток ЕВ будет столько 
же раз кратен остатку /[), сколько раз целое АВ кратно 
целому СО (черт. 5). 

Действительно, каким кратным будет АЁ от СТ, таким 
же кратным сделаем и ЕВ от СН. 

И поскольку одинаково кратны АЁ от СТи ВВ от НС, 
то значит, одинаково кратными будут АЕ от СГи АВ от 


и-— аи, 
Черт. 5. 


Н! (предложение 1). Полагаются же одинаково кратными 
АЕ от СГ и АВ от СР. Значит, АВ одинаково кратно каж- 
дой из НГ, СО; значит, НГ равно СО. Отнимем общую СГ; 
значит, остаток НС равен остатку /0). И поскольку оди- 
наково кратны АЕБ от С/ и ЕВ от НС, НС же равна ДГ, 
то значит, одинаково кратны АЁ от СГ и ЕВ от ГО. Пред- 
полагается же, что одинаково кратны АР 0 СГи АВот СО; 
значит, одинаково кратны будут ЕВ от [Ю, и АВ от 
Ср. Значит, и остаток ЕВ будет столько же раз кратен 
остатку 7), сколько раз целое АВ кратно целому СО. 

Значит, если величина столько же раз кратна величине, 
сколько отнимаемое кратно отнимаемому, то и остаток 
будет столько же раз кратен остатку, сколько раз и целое 
кратно целому, что и требовалось доказать. 


Предложение 6 


Если две величины равнократны двум <другим> вели- 
чинам и какие-нибудь отнимаемые равнократны тем же 
самым, то и остатки будут или равны им или одина- 
2080 нм кратны. 

Пусть две величины АВ, СР будут равнократны двум 
величинам Е, [ и отнимаемые АН, СЦ пусть будут равно- 


КНИГА ПЯТАЯ 151 


кратными тем же самым ЕЁ, /; я утверждаю, что и остатки 
НВ, @Р или будут равны Е, Г, или одинаково им кратны 
(черт. 6). 

Действительно, пусть сперва НВ будет равна ЁБ; 
я утверждаю, что и СДО будет равна Г. 

Действительно, положим *) СК, равкую Г. Поскольку 
одинаково кратны АН от Е и СС от Г, НВ же равна ЕЁ, 
КС же [, то значит, 
одинаково кратны АВ д и В 
от Би КС от Г. Прелд- 
полагается же, что Ё 
одинаково кратны АВ 
от Еи СР от Г; зна- п С [4 
чит, одинаково кратны 
КС от Ги СО от Г. 
Поскольку теперь каж- 
дая из КО, СО одина- Черт. 6. 
ково кратна /, то зна- 
чит, КС равно СР. Отнимем общую СО; значит, остаток 
КС будет равен остатку С@Д. Но Г равно КС; значит, и 
СО равно Г. Так что, если НВ равна Е, то и СРО будет 
равна Г. 

Подобным же вот образом докажем, что если НВ 
было бы <каким-нибудь» кратным Е, то @Д будет таким 
же кратным /. 

Значит, если две величины равнократны двум величинам 
и какие-нибудь отнимаемые равнократны тем же самым, 
то и остатки будут или равны им или одинаково им 
кратны, что и требовалось доказать. 


Предложение 7 


Равные к тому же имеют то же отношенче и это 
то же «имеет то же отношение» к равным. 

Пусть равные величины будут А и В, а какая угодно 
другая величина С; я утверждаю, что каждая из А, В 


*) Евклидово хе нельзя переводить ‹отложим», ни о ка- 
ком переносе отрезка раствором циркуля Евклид злесь и ие 
думает. 
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имеет к С одно и то же отношение, «также» и С к каж- 
дому из А, В (черт. 7). 

Действительно, возьмём от 4, В равнократные ДО, Б, 
а от С другое какое угодно кратное /. 

Поскольку теперь одинаково кратны ОД от Аи от В, 
А же равна В, то значит, и О равна Е. Но / какая угодно 
другая величина. Значит, если О превышает /, тои Е 
превышает /, и если равна, то равна, и если меньше, то 
меньше. И О, Е равнократны А, В, Г же какое угодно 


д РИ 
7 р НИ 
ГА 1 


Черт. 7. 


другое кратное С; значит, будет, что как А к С, так и 
В к С (определение 5). 

[Вот] я утверждаю, что и С имеет одно и то же отно- 
шение к каждому из А, В. 

Действительно, при тех же построениях подобным же 
образом докажем, что ДО равна Е; [ же какая-то дру- 
гая величина; значит, если / больше Ш), то она больше 
и Б, если равна, то равна, и если меньше, то меньше. 
И Г есть кратное С, а О, Е какие-то другие равно- 
кратные 2, В; значит, будет, что как Ск А, так и 
Ск ВБ. 

Значит, равные к тому же имеют то же отношение, и 
это то же <‹имеет то же отношение» к равным, что и тре- 
бовалось доказать (15). 


Следствие 


Вот из этого ясно, что если какие-нибудь величины 
пропорциональны, то они будут пропорциональны и «об- 
ращая» *), что и требовалось доказать. 


*) См. определение 13. Евклид хочет сказать, что если 
а: = с:а, то и б:а =а:с. 
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Предложение 8 


Из неравных величин большая имеет к тому же 
большее отношение, чем меньшая, и это то же к мень- 
шей имеет большее отчошение, чем к большей. 

Пусть неравные величины будут АВ и С и пусть 
большая будет АВ, О же другая «какая угодно величина»; 
я утверждаю, что АВ имеет к 2) большее отношение, чем 
Скр,ичо р к С 
имеет большее отно- Ар 
шение, чем к АВ 
(черт. 8). е——— 

Действительно, по- д! 
скольку АВ больше С, де 
то положим ВЕ рав- 
ной С; вот меньшая 
из АБ, ЕВ, повторяе- 
мая кратной, когда-ни- 
будь будет больше ХР /. 
(определение 4). Пусть 
сперва АБ будет мень- // 
ше, чем ЕВ; будем 
повторять кратной ^№ 
АЕ*), и пусть её 
кратное /Н будет боль- . 
ше /), и сколько раз ГН будет кратным АЁ, столько же 
раз сделаем и НС кратным ЕВ, К же кратным С; и возь- 
мём Ё удвоенное О, М же утроенное, и так далее уве- 
личивая на единицу, пока получаемая кратная О не сде- 
лается первой превосходящей А. Возьмём ‹её> и пусть 
№ будет `учетверённым Д и первым превосходящим К. 

Поскольку теперь К’ меньше № первого <её превосхо- 
дящего», то, значит, К не меньше М. И поскольку оди- 
наково кратны /Н от АБи НС от ЕВ, то значит, оди- 
наково кратны /Н от АБи/С от АВ. Одинаково же кратны 


*) В тексте кеко\ал) асс 0 АЕ, что значит также «‹умно- 
жается>». Однако в данном случае переводить так нельзя, ибо: 
появляется чуждый Евклиду арифметический термин. Я перевожу 
«будем повторять кратной» с ударением на первом слове. 


Черт. 8. 
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ГН от АЕЁ и К от С; значит, одинаково кратны /С от АВ 
и Кот С. Значит, Г@, К одинаково кратны АВ, С. Далее, 
поскольку одинаково кратны ЯС от ЕВ и К от С, ЕВ же 
равна С, то значит, и НС равна К. Но К не меньше М; 
значит, и ЧО не меньше М. Но Г(Н больше ДО; значит, 
все /С больше вместе взятых Д и М. Но вместе взятые 
р, М равны М, поскольку М утроенное О, вместе же взя 
тые М, О в четыре раза больше Д и М тоже в четыре 


7 в 
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Черт. 9. 


раза больше О; значит, вместе взятые М, О равны М. 
Но /С больше М, О; значит, /@ превышает №: К же не 
превышает ЛМ. И ГО, К одинаково кратны от АВ, С; М 
какое угодно другое кратное /); значит, АВ имеет к О 
большее отношение, чем С к РД (определение 7). 

Вот я утверждаю, что и {9 имеет к С большее отно- 
пение, чем Д к АВ (черт. 9). 

Действительно, при тех же самых построениях подоб- 
чым же образом докажем, что № превосходит А, но № 
не превосходит /(. И М есть кратное Ш, а /[@, К другие 
какие угодно равнократные АВ, С; значит, О имеет к С 
большее отношение, чем 2) к АВ (определение 7). 

Но вот пусть АЕ будет больше ЕВ. Вот меньшее ЕВ 
при повторении кратным будет когда-нибуль больше О. 
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Будем его повторять кратным, и пусть НС будет кратное 
ЕВ и большее 0; и каким кратным НС будет от ЕВ, та- 
ким же кратным сделаем и /Н от АД, а К от С. Подоб- 
ным вот образом докажем, что /[@, К одинаково кратны 
от АВ, С; и возьмём подобным же образом М кратное /), 
и первое превосходящее /АЁ так что /Н снова не будет 
меньше М. Но НО больше ШО; значит, всё /С превышает 
р, М, то-есть №. Но К не превышает М, поскольку и [Н, 
будучи больше НС, то-есть К, не превышает М№. И точно 
так же, следуя вышеизложенному, мы завершаем доказа- 
тельство. 

Значит, из неравных величин большая имеет к тому же 
большее отношение, чем менышая; и это то же к меньшей 
имеет большее отношение, чем к большей, что и требо- 
валось доказать. 


Предложение 9 


<Величины>, имеющие к одному и тому же то же 
самое отношение, равны между собой; п те, к которым 
одно и то же имеет то же самое отношение, равны. 

Пусть каждая из 
А, В имеет к Стоже Я -=———— в 
самое отношение: я 
утверждаю, что А рав- . 
на В (черт. 10). С 

Действительно, если Черт. 10. 
не так, то каждая из 
А, В не имела бы к С того же самого отношения: они же 
имеют; значит, А равна В (предложение 8). 

Пусть’ вот далее С имеет к каждой из А, В то же 
самое отношение; я утверждаю, что А равна В. 

Действительно, если не так, то С не имела бы к ка- 
ждой из А, В того же самого отношения (предложение 8); 
она же имеет; значит, А равна В. 

Значит, имеющие к одному и тому же то же самое 
отношение равны между собой; и те, к которым одно и 
то же имеет то же самое отношение, равны, что и требо- 
валось доказать. 


ты 
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Предложение 10 


Из <величин», имеощих отношение к одному и тому 
же, будет больше та, которая имеет большее отноше- 
ние; та же, к которой одно и то же имеет большее 
отнощение, будет меньше. 

Пусть А имеет к С большее отношение, чем Вк С; 
я утверждаю, что А больше В (черт. 11). 

Действительно, если не так, то А или равна В или 
меньше. Но равной В теперь А не будет; ибо ‹тогда» 
каждая из А, В имела бы к С то же самое отношение 
(предложение 7). Они же не имеют; значит, 4 не равна ВБ. 
Но также А не будет и меньше В; ибо тогда А имела бы 


Я В 


Черт. 11. 


к С меньшее отношение, чем Вк С (предложение 8). Она 
же не имеет; значит, А не меньше В. Доказано же, что она 
и не равна; значит, А будет больше В. 

Пусть вот далее С имеет к В большее отношение, чем 
СкА; я утверждаю, что В будет меньше А. 

Действительно, если не так, то она или равна, или 
больше. Но равной А теперь В не будет; ибо <тогда» С 
имела бы к каждой из А, В то же самое отношение. Она 
же не имеет; значит, А не будет равна В. Но также В 
не будет и больше А, ибо тогда С имела бык В меньшее 
отношение, чем к А. Она же не имеет; значит, В не 
больше А. Доказано же, что она и не равна; значит, В бу- 
дет меньше А. | 

Значит, из имеющих отношение к одному и тому же 
будет больше та, которая имеег большее отношение; и та, 
к которой одно и то же имеет большее отношение, будет 
меньше, что и требовалось доказать. 
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Предложение 11 


«Отношения», тождественные *) одному и тому же 
отношению, тождественны ий друг другу. 

Пусть будет, что как А к В, таки Ск Р, и как С 
к О, таки ЕкГ.я утверждаю, что как Ак В, таки В 
к Г (черт. 12). 

Действительно, возьмём от А, С, Е равнократные 
Н, СЦ, К, а от В, РО, [Г какие угодно другие равнократные 
Е, М, М. 

И поскольку будет, что как Ак В, таки Скр, и 
от А, С взяты равнократные Н, С, от В, В же какие 


7. С Е 
В р /— 
Н [+ — 
+ м м 
Черт. 12. 


угодно другие равнократные Л, М, то значит, если Н пре- 
вышает /, то и С превышает М, и если равна, то равна, 
и если недостаёт, то недостаёт (определение 5). 

Далее, поскольку будет, что как Ск ДО, таки Е к Г, 
иот С, Е взяты равнократные С, К, от О, Г же какие 
угодно другие равнократные /М и №, то значит, если С 
превышает /Л[, то и К превышает №, и если равна, то 
равна, и если меньше, то меньше (определение 5). Но 
если О превышала /М, то и Н превышала [, и если равна, 
то равна, ‘и если меньше, то меньше; так что, если Н пре- 
вышает /, то и К превышает М, и если равна, то равна, 
и если меньше, то меньше (определение 5). И РБ, К рав- 
нократные от А, Е, а Г, М какие-нибудь другие равнократ- 
ные от В, Г; значит, будет, что как Ак В, таки Ек /. 

Значит, тождественные одному и тому же отношению 
тождественны и друг другу, что и требовалось доказать (16). 


*) У Евклида ‹о{: а5т0» буквально «те же самые». 
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Предложение 12 


Если несколько величин пропорциональны, то будет, 
что как одна из предыдущих к одной из последую- 
ших, так и все предыдущие «вместе» ко всем после- 
дующим. 

Пусть несколько величин А, В, С, О, Е, / пропорцио- 
нальны;: как Ак Б, так и Ск ВД и Е к Г; я утверж- 
даю, что будет как Ак В, таки А, С, Ек В, О, [1 
(черт. 13). 


д [д Ё 
в—— р 1.=— 
И Ё( —__— 
[4 м — 
А мМ———— 


Черт. 13. 


Действительно, возьмём от А, С, Е равнократные Н, С, 
К, от В, 0), Г же какие угодно другие равнократные 
Е, М, М. 

И поскольку будет, что как Ак В, таки Ск Ди 
Ек Ги взяты от А, С, Е равнократные Я, С, К, от 
В, О, Г же какие-нибудь другие равнократные /, М, №, 
то значит, если Г] превышает [, то и С превышает М, 
и А превышает №, и если равна, то равны, и если меньше, 
то меньше. Так что и если Н превышает [, то и НЯ, С, К, 
прегышают 2, М, №, и если равна, то равны, и если меньше, 
то меньше. И Л, а также Н, Ц@, К будут равнократные 
от А и А, С, Е, поскольку если будет несколько величин, 
равнократных каждая каждой каким-нибудь <другим, взя- 
тым» в равном количестве величинам, то сколько раз одна 
из «первых» величин будет кратна одной <из вторых», 
столько же раз будут и все кратны всем (предложение 1). 
Вот вследствие того же и [. и [, М, М будут равнокра- 
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тны Ви В, О, Г; значит, будет, что как Ак В, так и 
А, С, Е к В, РО, 1. 

Итак, если нссколько величин пропорциональны, то 
будет, что как одна из предыдущих к одной из последую- 
щих, так и все предыдущие ко всем последующим, что и 
требовалось докзать. 


Предложение 13 


Если первая ко второй имеет такое же отнощение, 
как третья к четвёр.лой, а третья к четвёртой имеет 
отношение большее, чем пятая к шестой, то первая ко 
второй будет иметь большее отнощение, чем пятая 
х шестой. 

Пусть первая А ко второй В имеет такое же отноше- 
ние, как ‘третья С к четвёртой О, а третья С к четвёртой 


7: [м Е 

в —# р Й——_—_ 
и7 Г: 

@ 

М А 


с —————— 


Черт. 14. 


О пусть имеет большее отношение, чем пятая Е к шестой Г 
(черт. 14): Я утверждаю, что и первая А ко второй В 
будет иметь большее отношение, чем пятая Е к шестой Г. 

Действительно, поскольку существуют некоторые рав- 
нократные от С, ЕЁ, аот Д, [ какие угодно другие рав- 
нократные, и кратное от С превышает кратное от Д, крат- 
ное же от Е не превышает кратного от /, то возьмём их, 
и пусть от С, ЕЁ равнократные будут Н, Ц, от ДР, [ же 
какие угодно другие равнократные ‹пусть будут» К и [., 
так что Н превышает А, С же не превышает /; и сколько, 
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раз Н кратно С, столько же раз пусть будет и М больше А, 
а сколько раз К кратно О, столько раз пусть будет и № 
кратно ВБ. 

И поскольку будет, что как Ак В, таки Ск р, и, 
взяты от А, С равнократные М, Н, от В, О же какие 
угодно другие равнократные №, А, то значит, если М пре- 
вышает №, то и Н превышает А, и если равна, то равна, 
и если меньше, то меньше (определение 5). Ё же превы- 
шает А; значит, и М превышает №. @ же не превышает Д; 
и М, С суть равнократные от А, В, а №, [Г какие угодно 
другие равнократные от В, Г; значит, А к В имеет большее 
отношение, чем Е к Л. 

Значит, если первая ко вгорой имеет такое же отноше- 
ние, как третья к четвёртой, а третья к четвёртой имеет 
отношение большее, чем пятая к шестой, то первая ко 
второй будет иметь большее отношение, чем пятая к ше- 
стой, что и требовалось доказать. 


Предложение 14 


Если первая ко второй имеет такое же отнощение 
как третья к четвёртой, и первая больше третьей, то 
и вторая будет больше четвёртой, если же равна, то 
равна, если же меньше, то меньше. 


р, 


ИИА 


75] 


Д-———ф 


Черт. 15. 


Пусть первая А ко второй В имеет такое же отноше- 
ние, как третья С к четвёртой Р, и пусть А будет больше 
С; я утверждаю, что и В больше РО (черт. 15). 

Действительно, поскольку А больше С и В <естьУ» 
какая-нибуль другая [величина], то значит, А имеет к В 
отношение большее, чем С к В (предложение 8). Как же 
А кВ, таки Скрд; и значит, С имеет к Д отношение 
‘большее, чем С к В. Та же, к которой одно и то же 
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имеет болышее отношение, будет меньше (предложение 10); 
значит, ОД меньше В: так что В больше Д. 

Подобно же вот докажем, что если А равно С, то и 
В будет равно О, и если А меньше С, то и В будет 
меныше 2). 

Значит, если первая ко второй имеет такое же отно- 
шение, как третья к четвёртой, и первая болышне третьей, 
то и вторая будет больше четвёртой, если же равна, то 
равна, если же меньше, то меныше, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 15 


Части к своим одинаковым кратным имеют то же 
самое отнощение, если взять их соответственно друг 
другу *). 

Пусть будут равнократны АВ от С и ЛЕ от Г; я ут- 
верждаю, что будет как Ск [, так и АВк ОЕ (черт. 16). 

Действительно, = пПо- @ 


скольку равнократны АВ В 2 у 
от Си ДЕ от Г, то зна- 
чит, сколько будет в АБ 
ид 
величин равных С, столь- 2 Ё /=— 


ко же и в ОЕ равных Г. Черт. 16. 

Разделим АВ на равные' С 

«части» АН, НС, СВ, а ОЕ на равные / <части» ОК, КЁ, 
[Е; вот количество АН, НО, СВ будет равно колнчеству 
ОК, КЕ, ЕЕ. И поскольку АН, НО, СВ равны между со- 
бой, также и ОК, КЁ, ЕЕ равны между собой, то значит, 
будет, что как АНк ДОК, так и НЦ к КЁ, и СВк [Е 
(предложёние 7). Значит, и будет, что как один из пре- 
дыдущих к одному из последующих, так все предыду- 
щие ко всем последующим (предложение 12); значит, бу- 
дет, что как АН к ОК, так и АВ к ПЕ. Но АН равна С, 


а ДК равна Г[; значит, будет, что как Ск /, так и АВ 
к ОЕ. 


*) В подлиннике )лофёута  хата))тда. Гейберг переводит 
зио от4те зитр{ае — взятые в своём порядке (т. е. в соответ- 
ственном). 


1] Евклид 
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Значит, части к своим одинаковым кратным имеют то 
же самое отношение, если взять их соответственно друг 
другу, что и требовалось доказать. 


Предложение 16 


Если четыре величины пропорциональны, то они бу- 
дут пропориишональны и «переставляя». 

Пусть четыре величины А, В, С, В пропорциональны, 
как Ак В, таки Ск ОД; я утверждаю, что они будут 
пропорциональны и «переставляя», как А к С, таки В 
к О (черт. 17). 


А — | 
В-—— 2-—- 
Р>Р—— И —— 
—— = 

Черт. 17. 


Действительно, возьмём от А, В равнократные Ё, Г, от 
С, О же какие-нибудь другие равнократные Я, Ц. . 

И поскольку Е от А и Гот В равнократны, части же 
к своим одинаковым кратным имеют то же самое отноше- 
ние (предложение 15), то значит, будет, что как А к В, 
так и ЕкГ. Как же Ак В, так и С кр; и значит, 
как Скрд, так и Е к Г (предложение 11). Далее, по- 
скольку Н, С равнократны от С и ДО, то значит, будет, 
что как Ск ДО, так и Нк С (предложение 15). Как же 
Ск р, таки Ек /, и значит, как Е к Г, таки Нк (0. 
Если же четыре величины пропорциональны и первая больше 
третьей, то и вторая будет больше четвёртой, и если равна, 
то равна, и если меньше, то меньше (предложение 14). 
Значит, если Е превышает А, то и Г превышает (Ц, и ес- 
ли равна, 10 равга, и если меньше, то меньше. И Ё, [ 
равьокралные от А, В; Н, Я же какие-нибудь другие 
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Равнократные от С, О; значит, будет, что как А к С, так 
и Вкр. 

Значит, если четыре величины пропорциональны, то 
они будут пропорциональны и «переставляя», что и тре- 
бовалось доказать (17). 


Предложение 17 


Если «составляемые» величины пропорниональны, то 
они будут пропорциональны и «выделенные». 

Пусть «составляемые» величины АВ, ВЕ, СР, ОГ про- 
порциональны —как АВ к ВЕ, так и СБ к ОГ; я утвер- 
ждаю, что они будут 


пропорциональны иА__ Е В 
«выделенные» — как 

АЕ к ЕВ, так и СГ о тр 

к 0Г. — 


Действительно, 
возьмём от АЕ, ЕВ, =——————_—щ Ц 


С, Ш равнократные 


На, СК, ГМ, ММ; ог & м МВ 
ЕВ, Ш) же другие ка- | 
кие-нибудь равнократ- Черт. 18. 


ные АХ, №Р (черт. 18). 

И поскольку равнократны ЯС от АР и СК от ЕВ, то 
значит, равнократны НО от АЁЕ и НК от АВ (предложе- 
ние 1). Равнократны же НО от АЁ и [М от СГ; значит, 
равнократны НК от АВ и Ё[М от СТ. Далее, поскольку 
разнократны [М от СГ и ММ от ГО, то значит, равно- 
кратны 2/М от СГи ГМ от СБ (предложение 1). Но рав- 
нократными были [М от СГи НК от АВ; значит, равно- 
кратны НК от АВ и [№ от СО. Значит, НК, ЁЕМ будут 
равнократными от АВ, СО. Далее, поскольку равнократны 
СК от ЕВ и ММ от Ги КХ такая же кратная от ЕВ, 
как №Р от ГО, то и в «составлении» @Х будет столько 
же раз кратна от ЕВ, сколько и МР от Ш {предло- 
жение 2). И поскольку будет, что как АВк ВЕ, так и 
СР к О, и взяты от АВ, СШ равнократные НК, ЁМ, от 
ЕВ, Ш) же равнократные СХ, МР, то значит, если НК 


И 
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превышает СХ, то и [М превышает МР, и если равна, то 
равна, и если меньше, то меныше (определение 5). Вот 
пусть НК превышает СХ, и после отнятия обшего СК, зна- 
чит, и НО будет превышать КХ. Но если НК превышало 
СХ, то и [М превышало МР; значит, и СМ превышает МР, 
и после отнятия общ-го ММ и ЁМ превышает МР; так 
что если НО превышает КХ, то и Е/М превышает №Р. 
Подобным же вот образом докажем, что и если НС равна 
КХ, то и [М будет равна №Р, и если меньше, то меньше. 
И НО, ЕЛМ равнократные от АЁ, СГ а КХ, МР какие-ни- 
будь другие равнократные от ЕВ, Ш); значит, будет, что 
как АЕ к ЕВ, так и СГк Г). 

Значит, если величины пропорциональны «составляемые», 
то они будут пропорциональны и «выделенные», что и 
требовалось доказать. 


Предложение 18 


Если величины пропорциональны «выделяемые», то они 
будут пропорииональны и «составленные». 
Пусть величины АЕ ЕВ, СЬ ГО пропорциональны 
«выделяемые» —как АЕ к ЕВ, так и СГ к Ш); я утвер- 
Е ждаю, что они будут 
В пропорциональны и 
«составленные» — как 
ГИ АВ к ВЕ, так и СО к 
—2 Ш) (черт. 19). 
Черт. 19. Действительно, если 
не будет как АВ к ВЕ, 
так и СО к ПГ, то будет, что как АВ к ВЕ, так и СО 
к чему-нибудь или меньшему ОГ или же к большему. 
Пусть будет сперва к меньшему ДА. И поскольку бу- 
дет как АВ к ВЕ, так н СО к ОН, то «составляемые» 
величины пропорциональны; так что они будут пропорци- 
ональны и «выделенные» (предложение 17). Значит, будет 
как АЕ к ЕВ, так и СН к НР. Предполагается же, 
что и как АБ к ЕВ, таки СГк Ш (предложение 11). 
И знёчит, как СН к НО, так и СГ к Ш. Первая же СН 
больше третьей СГ; значит, и вторая НШ больше четвёр- 
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той /0. Но она и меньше, что невозможно; значит, не 
будет, что как АВ к ВЕ, так и СО к мевьшей чем ГО. 
Подобным же вот образом докажем, что и не к большей; 
значит, к той же самой. 

Значит, если величины пропорциональны «выделяемые», 
то они будут пропорциональны и «составленные», что и 
требовалось доказать (18). 


Предложение 19 


Если как целая к целой, так и отнятая к отнятой, 
то и остаток к остатку будет как целая к целой. 
Пусть будет как целая АВ к пелой СО, так и отня- 
тая АЕ к отнятой СГ; ‘я утверждаю, что и остаток ЕВ 
к остатку //) будет как целая АВ к целой СО (черт. 20). 


7 


в 


Черт. 20. 


Действительно, поскольку будет, что как АВк СО, 
так и АЕ к СГ то и «переставляя» как ВА к АБ, так и 
ОС к СГ (предложение 16). И поскольку «составляемые» 
величины пропорциональны (предложение 17), то они будут 
пропорциональны и «выделенные» — как ВЕ к БА, так и 
ОГ к С! (предложение 18); и «переставляя» как ВЕ к ОГ, 
так и БА к [С. Как же АБ к СГ, так предполагается и 
целая АВ к целой СО. И значит, остаток ЕВ к остатку 
Ш будет как целая АВ к целой СР. 

Значит, если как целая к целой, так и отнятая к от- 
нятой, то и остаток к остатку будет как целая к целой, 
[что и требовалось доказать]. 

[И поскольку доказано, что как АВ к СО, так и ЕВ 
к /), и «переставляя» как АВ к ВБ, так и СО к Ш), зна- 
чит, «составляемые» величины пропорциональны; доказано 
же, что как ВА к АБ, так и ОС к СГ; и это будет «пе- 
реворачивая».] 
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Следствие 


Вот из этого очевидно, что если «составляемые» ве- 
личины пропорциональны, то они будут пропорциональны 
и «переворачивая», что и требовалось доказать (19). 


Предложение 20 


Если будут три величины и другие в равном с ними 
количесмве, «находящиеся» взятые попарно в одном и 
том же отнощении, и «по равенству» первая больще 
третьгй, то и четвёртая будет больше шестой, если 
же равна, то равна, 


я — р й если меньше, то 
меньше. 

5 = —— Пусть будут три 
величины А, В, Си 

С = 


другие в равном с ни- 

Черт. 21. ми количестве Ш), К, Г, 

«находящиеся» взятые 

попарно в одном и том же отношении, «именно» как А 

к В, таки Ок Б, как же Вк С, так и ЕкГ, и пусть 

«по равенству» А будет больше С; я утверждаю, что и О 

будет больше /[, если же равна, то равна, и если мень- 
ше, то меньше (черт. 21).. 

Действительно, поскольку А больше С и В какая-то 
другая «величина», большая же имеет к тому же большее 
отношение, чем менышая (предложение 8), то значит, А 
имеет к В отношение большее, чем Ск В. Но как Ак 
В, [так] и О к Ё, как же Ск В, так «обращая» 
(предложение 7, следствие) и / к Ё; и значит, О имеет 
к Е отношение большее, чем / к Е. Из имеющих же от- 
ношение к одному и тому же будет больше та, которая 
имеет большее отношение (предложение 10). Значит, О 
больше Г. Подобным же вот образом докажем, что и если 
Д равна С, то будет и О равна Г, и если меньше, то 
меньше. 

Значит, если будут три величины и другие в равном 
с ними количестве, «находящиеся» взятые попарно в од- 
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ном и том же отношении, и «по равенству» первая боль!и?` 
третьей, то и четвёртая будет больше шестой, если же 
равна, то равна, и если меньше, то меньше, чго и тре- 
бовалось доказать (20). 


Предложение 21 


Если будут три величины и другие в равном с ними 
количестве, находящиеся» взятые попарно в одном и том 
же отношении, и для них имеет место перемешанная 
пропорция, «по равенству» же первая большие третьей, 
то и четвёртая будет больше шестой, и если равна, 
то равна, и если 
меньше, то меньше. 

Пусть будут три 
величины А, В, Си 
другие в равном с 
ними количестве Д, Е, 

Г, «находящиеся» взя- Черт. 22. 
тые попарно в одном 

и том же отношении, и пусть для них имеет место 
перемешанная пропорция, «именно» как Ак В, так и Е 
к /, как же Вк С, та‹ и Ок Е, «по равенству» же 
пусть А больше С; я утверждаю, что и О будет боль- 
ше/, и если равна, то равна, и если меньше, то мень- 
ше (черт. 22). 

Действительно, поскольку А больше Си В какая-то 
другая величина, то значит, А имеет к В отношение боль- 
шее, чем Ск В. Но как Ак В, таки ЕкГ, как же С 
к В, так «обрашая» и ОД к Е. И значит, Е имеет к Ё 
отношение большее, чем Е кд. Та же, к которой одно 
и то же имеет большее отношение, будет меньше; значит, 
[ меньше ШО; значит, О больше /. Подобным же вот обра- 
зом докажем, что если А равна С, то будет и Д равна Г, 
и если меньше, то меньше. 

Значит, если будут три величины и другие в равном 
с ними количестве, «находящиеся» взятые попарно в од- 
ном и том же отношении, и для них имеет место пере- 
мешанная пропорция, «по равенству» же первая больше 


в Е 
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третьей, то и четвёртая будет больше шестой, и если рав- 
на, то равна, и если меньше, то меньше, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 22 


Если будут несколько величин и другие в равном 
с ними количестве, ‹находящиеся» взятые попарно в од- 
ном и том же отношении, то и «по равенству» они 
будут в одном и том же отношении. 


—— —Щ-——ы—_ 


6=—— А=——Ц- 


Е=— [[——— 
/=——— ——ы——щ—— 
Черт. 23. 


Пусть будут несколько величин А, В, Си другие в 
равном с ними количестве ШО, ЕЁ, Г, «находящиеся» взятые 
попарно в одном и том же отношении — как Ак В, таки) 
к Б, как же Вк С, так и ЕкГ; я утверждаю, что и «по ра- 
венству» они будут в одном и том же отношении (черт. 23). 

Действительно, возьмём от А, 0) равнократные Н, С, 
от В, Е же какие-нибудь другие равнократные К, ри 
затем от С, / какие-то другие равнократные М, М. 

И поскольку будет, что как А к В, ткир кБ, и 
взяты от А, О равнократные Н, С, от В, Е же какие-ни- 
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будь другие равнократные К, [, то значит, будет, что как 
Н к К, так и С кРЁ (предложсние 4). Вследствие того же 
вот и как Кк М, так и Ё к №. Поскольку теперь будут 
три величины Н, К, М и другие в равном с ними коли- 
честве @, [, М, «находящиеся» взятые попарно в одном и 
том же отношении, то значит, «по равенству», если Я пре- 
вышает М, то и С превышает №, и если гавна, то равна, 
и если меньше, то меньше (предложение 20). И НД, С суть 
равнократные от А, 0, М, М же какие-нибудь другие рав- 
нократные от С, Г; значит, будет, что как Ак С, так и 
О кГ (определение 5). 

Значит, если будут несколько величин и другие в рав- 
ном с ними количестве, ‹находящиеся> взятые попарно 
в одном и том же отношении, то и «по равенству» они 
будут в одном и том же отношении, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 23 


Если будут три величины и другие в равном с ними 
количестве, «находящиеся» взятые попарно в одном и 
том же отношении, и для них имеет место перемешан- 
ная пропорция, то и «по равенству» они будут в одном 
и том же отношении. 

Пусть будут три величины А, В, С и другие в равном 
с ними количестве О, .Б, Г, «находящиеся» взятые попарно 
в одном и том же отношении, и пусть для них будет 
иметь место перемешанная пропорция — как Ак В, так 
и Ек/Г, как же Вк С, таки РкЕ. Я утверждаю, что 
будет как Ак С, таки О кГ (черт. 24). 

Возьмём от А, В, О равнократные НЯ, С, К, аот С, 
Е, Г какие-нибудь другие равнократные /, М, М. 

И поскольку Н, С суть равнократные от А, В, ча- 
сти же к своим одинаковым кратным имеют то же самое 
отношение, то значит, будет, что как А к В, так и 
Н к С (предложение 15). Вследствие того же вот и 
как Е к [, так и М к№; и будет, что как А к В, так и 
Ек Г; и значит, как Нк О, так и Мк М (предложе- 
ние 11). И поскольку будет, что как В к С, таки ОДкЕ, 
и «переставляя» как Вк О, так С к Е (предложение 16). 


170 НАЧАЛА ЕВКЛИДА 


И поскольку @, К суть равнократные от В, О, части же 
к своим равнократным имеют то же самое отношение, то зна- 
чит, будет, что как В к О, таки С кК (предложение 15). 
Но как Вк О, так и Ск Б; и значит, как Ск К, так 
и СкЕ (предложение 11). Далее, поскольку Ё, М суть 
равнократные от С, Е, то значит, будет, что как С к ЁБ, 
таки Ск М (предложение 15). Но как С кБ, таки С 
к К; и значит, как С к К, так и ЁкИМ (предложение 11), 


А —— в — р—— 
В — Е—— 1— 
—— 
Ё—_—_ м М 

Черт. 24. 


и «переставляя» как С к [, таки Кк ЛМ. Доказано же, 
что и как Нк О, так и Мк М. Поскольку т=перь будут 
три величины Н, а, Би другие в равном с ними коли- 
честве А, М, №, <находящиеся» взятые попарно в одном 
и том же отношении, и для них имеет место перемешан- 
ная пропорция (определение 18), то значит, «по равенству», 
если Н превышает 2, то и К превышает М, и если равна, 
то равна, и если меньше, то меньше (предложение 21). 
ИН, К суть равнократные от А, ВБ, а Ё, М от С, Г. 
Значит, будет, что как Ак С, таки Ок (опр. 5). 
Значит, если будут три величины и другие в равном 
с ними количестве, <находящиеся>» взятые попарно в ол- 
ном и том же отношении, и для них имеет место пере- 
мешанная пропорция, то и «по равенству» они будут в од- 
‚ном и том же отношенил, что и требовалось доказать. 


Предложение 24 


Если первая имеет ко второй такое же отнощение, как 
‚4 третья к четвёртой, и пятая ко второй имеет та- 
кое же отношение, как и шестая к четвёртой, то со- 
ставленные первая и пятая ко второй будут иметь 
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такое же отношение, что и третья и шестая к чет- 
вёртой. 

Пусть первая АВ имеет ко второй С такое, же отно- 
шение, как и третья ОЕ к четвёртой Г, пусть также и 
пятая ВН ко второй С имеет такое же огношение, как и 
шестая ЕС к четвёртой /; я утверждаю, что и составлен- 
ные первая и пятая АН ко второй С будут иметь такое 
же отношение, что и третья и 7. 
шестая ДС к четвёртой / (черт. 25). и———Н 

Действительно, поскольку бу- 
дет, что как ВН к С, так и ЕД ©-———— 

к Г, то значит, «обращая» 

(предложение 7, следствие), как у Е 
Ск ВН, так и Гк ЕСД. Посколь- 

ку теперь будет, что как АВ к С, 

таки ОЁЕк Г, как же Ск ВН, Г: 

так и Г к БС, то значит, «по Черт. 25. 
равенству» будет, что как АВ к 

ВН, так и ОЕ к ЕС (предложение 22). И поскольку 
«выделяемые» величины пропорциональны, то они будут 
пропорциональны и «составленные» (предложение [8); зна- 
чит, будет, что как АН к НВ, так и ОС к СЕ. И будет 
также, что как ВН к С, так и ЕС к Г; значит, «по равен- 
ству» будет, что как АН к С, так и ОС к Г (предло- 
жение 22). 

Значит, если первая имеет ко второй такое же отно- 
шение, как и третья к четвёртой, и пятая ко второй имеет 
такое же отношение, как и шестая к четвёртой, то со- 
ставленные первая и пятая ко второй будут иметь такое 
же отношение, что и третья и шестая к четвёртой, что и 
требовалось доказать (21). 


Предложение 25 


Если четыре величины пропорциональны, то нац- 
большая [из них] и напмельшая больше двух остаю- 
шихся. 

Пусть будут четыре величины АВ, СР, Е, Г пропор- 
циональные —как АВ к СО, таки Ек Г, и пусть наи- 
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большая из них будет АВ, а наименьшая /; я утверждаю, 
что АВ, [ «вместе» больше СР, Е (черт. 26). 
Действительно, отложим АН, равную Е и СО, рав- 
ную /. 
Поскольку [теперь] будет, что как АВ к СО, таки Е 
к Ги Е равна АН, Г же СО, то значит, будет, что как 
Н АВк СО, так и АН к СС0. 
7 В И б 
поскольку будет, что как 
целая АВ к целой СО, так и 
отнятая АН к отнятой СЦ, то 


@ значит, и остаток ЯВ к остат- 
б—_—_—_— ку СЛ будет как целая АВ к 
целой СДО (предложение 19). 

1———— АВ же больше СД; значит, и 
Черт. 26. НВ больше @Р. И поскольку 


АН равна Е, а СС ‹равна» /, 
то значит, АН, Г «вместе» равны Са, Е. И [поскольку] 
если [к неравным прибавляются равные, то целые будут 
неравными, значит, если] при наличии неравных НВ, СО 
и НВ большем, к НВ прибавляются АН, Ьк СО же при- 
бавляются СС, Е, то выходит, что АВ, [ «вместе» больше 
Ср, Е. 

Значит, если четыре величины пропорциональны, то 
наибольшая из них и наименьшая больше двух остающихся, 
что и требовалось доказать (22). 


—— 


КНИГА ШЕСТАЯ 
Голегегегегегетегетегегегегагететегогогагага) 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


1. Подобные прямолинейные фигуры суть те, которые 
имеют углы равные по порядку *) и стороны при равных 
углх пропорциональные. 

2. [Обратно-сопряжённые фигуры суть те, в каждой 


из которых имеются предыдущие и последующие отноше- 
ния. | **). 


3. Говорится, чтопрямая делится в крайнем и среднем 
отношении, если как целая к большему отрезку, так 
и больший отрезок к меньшему. 

4. Высота всякой фигуры есть перпендикуляр, прове- 
дяённый от вершины к основанию (1). 


— 


*) У Евклида хат& мау — буквально «по одному». 

**) Второе определение Гейберг заключает в квадратные 
скобки как неподлинное; действительно, это определение, во-пер- 
вых, страдает неясностью, во-вторых, нигде у Евклида не упо- 
требляется. `Ауил:поудота оупвата — буквально «обратнопропорцио- 
нальные> фигуры. Может быть, под ними следует подразумевать 
равновеликие параллелограммы и трэугольники, в которых вы- 
соты обратно пропорциональны основаниям; однако в предло- 
жениях 14 и 15, гдеречь идет о равновеликих параллелограммах, 
Евклид рассматриваемым, определением не пользуется. Мысль 
здесь та, что если линиям аи в одной фигуре А отвечают 
а’ив’, в другой 4’, то а: -=6’:а’, т. е. на месте предыдущего 
а в А будет в А’ стоять носледующее 5’, на месте же после- 
дующего — предыдущее. Следует 1105 зуоб 0106 (предыдущее отно- 
шение) мыслить )510$ 100 1о0рзусо — отношение предыдущего 
(подразумевается к последующему), а Епомзуос А0106 (последующее 
отношение) понимать как 45106 105 ёпорёуо» — отношение последу- 
ющего (к предыдущему). 
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5. [Говорится, что отношение составляется из отноше- 
ний, когда количества этих отношений, перемноженные 
между собой *), образуют нечто] (2, 3, 4). 


Предложение 1 


Треугольники и параллелограммы, находящиеся под од- 
ной и той же высотой, < относятся > друг к другу как 
основания. 

Пусть треугольники будут АВС, АСО, параллелограммы 
же ЕС, СГ под одной и той же высотой АС; я утверждаю, 

Е д р что будет: как основание 

А ВС к основанию СДО, так 

и треугольник АВС к тре- 
угольнику АСР и парал- 
лелограмм ЕС к парал- 
лелограмму СГ (черт. 1). 

Действительно,  про- 

должим ВО в обе сторо- 
ны до точек С, [Ё, отло- 
жим [сколько угодно] 
`«прямых> ВН, НО, 
её и в 2 010 Е [ равных основанию ВС, и 
Черт. 1. сколько угодно <пря- 
мых» ДОК, КЁ, равных 

основанию СДО, и соединим АЯ, АС, АК, АГ. 

И поскольку СВ, ВН, НО равны между собой, будут 
равны между собой и треугольники АСН, АНВ, АВС (пред- 
ложение 98 книги Г). Значит, каким кратным основание 
СС будет от основания ВС, таким же кратным и треуголь- 
ник АСС будет от треугольника АВС. Вследствие того же 


-} У Евклида #5’ :в0т96 по\лат)авсас9=тсо к, что совершенно точно 
передаётся словами «помноженные друг на друга». То обсто- 
ятельство, что Евклид никогда не рассматривает отношение 
как число, конечно, является одиим из серьёзнейших возражений 
против принадлежности Евклиду этого определения, подлинность 
которого оспаривается Гейбергом, Хизсом и др. исследователями 
и которое не содержится в тексте лучших манускриптов Евклида. 
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вот, каким кратным основание ЁС будет от основания СДО, 
таким же кратным будет и треугольник АЁС от треуголь- 
ника АСО; и если основание СС равно основанию СД, то 
равен и треугольник АСС треугольнику АСЁ (предложе- 
ние 38 книги 1), и если основание СС превосходит осно- 
вание СЁ, то и треугольник АСС превосходит треуголь- 
ник АСЁ, и если меныше, то меньше. Вот для четырёх 
имеющихся величин: двух оснований ВС, СО и двух тре- 
угольников АВС, АСР, взяты от основания ВС и треуголь- 
ника АВС одинаковые кратные — основание СС и треуголь- 
ник 4СС, а от основания СД и треугольника АДС какие 
угодно другие одинаковые кратные — основание ЁС и тре- 
угольник АСС; и доказанб, что если основание СС превос- 
ходит основание СЁ, то и треугольник АСС превосходит 
треугольник АСС, а если равно, то равен, если же меньше, 
то меньше; значит, будет, что как основание ВС к о0-- 
нованию СДО, так и треугольник АВС к треугольнику АСО 
(определение 5 книги У). 

И поскольку удвоенный треугольник АВС есть парал- 
лелограмм ЕС, а удвоенный треугольник АСД есть парал- 
лелограмм ГС (предложение 34 книги 1), части же их и оди- 
наковые кратные имеют то же отношение (предложение 
15 книги У), то значит, будст, что как треугольник АВС 
к треугольнику АСД, так и параллелограмм ЕС к парал- 
лелограмму СГ. Теперь, поскольку доказано, что как ос- 
нование ВС к СРО, так и треугольник АВС к треуголь- 
нику АСД, как же треугольник АВС к треугольнику АСО, 
так и параллелограмм ЕС к параллелограмму С], значит, как 
основание ВС к основанию СО, так и параллелограмм ЕС 
к параллелограмму СГ (предложение 11 книги У). 

Значит, треугольники и параллелограммы, находящиеся: 
под одной и той же высотой, < относятся > друг к другу 
как основания, что и требовалось доказать (5). 


Предложение 2 


Если в треугольнике параллельно одной из сторон 
проведена некоторая прямая, то она пропорциональ- 
но рассекает стороны треугольника; и если стороны 
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треугольника рассечены пропорционально, то прямая, со- 
единяющая сечения, будет параллельна остающейся сто- 
роне треугольника. 

Пусть в треугольнике АВС параллельно одной из сто- 
рон ВС проведена ОЕ; я утверждаю, что будет как ВО 
к ДА, так и СЕк БА (черт. 2). 

Действительно, соединим ВЕ и СР. 

Значит, треугольник ВОЕ равен треугольнику СОБ, 
ибо они на одноя и том же основании ДЕ и между одними 

и теми же параллельными ДЕ 
и ВС ‘предложение 38 книги [); 
что-то другое же треугольник 
АРЕ. Равные же к одному и 
тому же имеют то же отношение 
(предложение 7 книги \); значит, 
будет, что как треугольник ВОЕ 
р Е к [треугольнику| АДЁ, так и тре- 
угольник СОЕ к треугольнику 

Ё ,. АРЕ. Но как треугольник ВОЕ 

к АДЁ, так и ВО к ПА, ибо 

Черт. 2. они, находящиеся под одной и той 

же высотой, той, которая проведе- 

на из Е перпендикулярно к АВ, <‹относятся > между 

собой как основания (предложение 1). Вследствие того же 

вот как треугольник СОЕ к АЛЕ, так и СЕк ВА; и 

значит, как ВО к РА, так и СЕ к БА (предложение 11 
книги У). 

Но вот пусть в треугольнике АВС стороны АВ, АС 
рассекаются пропорционально как ВО к ДА, таки СЕ 
к ЕА; соединим ОЕ; я утверждаю, что ОЕ параллель- 
на ВС. 

Действительно, после выполнения тех же самых по- 
строений, поскольку будет, что как ВО к ДА, так и СЕ 
к БА, но как ВО к РА, так и треугольник ВОДЕ к тре- 
угольнику АВЕ, как же СЕ к БА, так и треугольник СОЕ 
к треугольнику АДЕЁ (предложение 1), и значит, как тре- 
угольник БОЕ к треугольнику АДА, так и треугольник СВЕ 
к треугольнику АДЁЕ (предложение 11 книги У). Значит, 
каждый из треугольников ВРЕ, СШОЕ имеет к АЛЕ то 


А 
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же отношение. Значит, треугольник ВОДЕ равен треуголь- 
нику СОЕ (предложение 9 книги У); и они на том же ос- 
новании 0Е. Равные же треугольники, находящиеся на 
одном и том же основании, находятся и между одними 
и теми же параллельными (предложение 39 книги 1). Зна- 
чит, /)Е параллельна ВС. 

Значит, если в треугольнике параллельно одной из 
сторон проведена некоторая прямая, то она пропорцио- 
нально рассекает стороны треугольника, и если стороны 
треугольника рассечены пропорционально, то прямая, со- 
единяющая сечения, будет параллельна остающейся стороне 
треугольника, что и требовалось доказать (6, 7, 8). 


Предложение 3 


Если угол треугольника рассечён пополам и секущая 
угол прямая рассекает и основание, то отрезки основа- 
ния будут иметь то же отношение, что остальные сто- 
роны треугольника; и если отрезки Е 
основания имеют то же отношение, 
что остальные стороны треугольни- 
ка, то прямая соединяющая, < прове- 
дённая » от вершины к точке сече- 
ния, рассекает пополам угол треуголь- 
ника. 4 

Пусть треугольник будет АВС и 
пусть угол ВАС рассечён пополам пря- 
мой АД (черт. 3); я утверждаю, что 
будет как ВОД к СР, так и ВА к АС. 

Действительно, через С параллель- 
но ОДА проведём СЕ и пусть продол- 
женная ВА встречает её в Б. 

И поскольку на параллельные АД и Черт. 3. 

ЕС упала прямая АС, то значит, угол 

АСЕ равен САД (предложение 29 книги 1). Но угол САР 
предполагается равным ВАО; значит, и угол ВАД равен 
АСЕ. 

Далее, поскольку на параллельные АД, ЕС упала пря- 
мая ВАЁЕ, то внешний угол ВАД равен внутреннему АБС. 


12 Евклид 


в 1 с 
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Доказано же, что и угол АСЁ равен ВАО; и значит, угол АСЕ 
равен АЁЕС; так что и сторона АЁ равна стороне АС (пред- 
ложение б книги 1). И поскольку в треугольнике ВСЕ 
паралллельно одной из сторон ЕС проведена АД, то зна- 
чит, будет пропорция — как ВО к ШОС, так и ВА к АЕ 
(предложение 2). Но АЕ равна АС; значит, как ВО к ОС, 
так и ВА к АС. 

Но вот пусть будет, что как ВО к ОС, так и ВА 
к АС; соединим АД; я утверждаю, что угол ВАС делится 
пополам прямой АД. 

Действительно, при тех же построениях, поскольку бу- 
дет, что как ВО к ОС, так и ВА к АС, но как ВО 
к ОС, так будет и ВА к АБ, ибо в треугольнике 
ВСЕ параллельно одной <стороне» ЕС проведена 
АД; и значит (предложение 2), как ВА к АС, так и 
ВА к АЕ (предложение 11 книги У). Значит, АС рав- 
на АЕ (предложение 9 книги У); так что и угол АБС 
равен АСЕ (предложение 65 книги Г). Но угол АЕС ра- 
вен внешнему ВАД (предложение 29 книги [), угол 
же АСЕ накрестлежащему САДО; и значит, угол ВАД 
равен САД. Значит, угол ВАС рассечётся прямой АР 
пополам. 

Значит, если угол треугольника рассечён пополам и се- 
купся угол прямая также рассекает и основание, то от- 
резки основания будут иметь то же отношение, что ос- 
тальные стороны треугольника; и если отрезки основания 
имеют то же отношение, что остальные стороны треуголь- 
ника, то соединительная прямая, < проведённая > от вер- 
шины к точке сечения, рассекает пополам угол треугольника, 
что и требовалось доказать (9, 10). 


Предложение 4 


В равноугольных треугольниках стороны при равных 
углах пропорциональны и соответственными*) < будут > 
стягивающие равные узлы, 


*) У Евклида 01..0).0-/0, — одинаковые по отношению, с тем же 
самым отнощением. 
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Пусть равноугольные треугольники будут ЛВС, ОСЕ, 
имеющие равными угол АВС углу ОСЕ, угол же ВАС 
углу СРЁЕ и затем угол АСВ углу СЕР (черт. 4); я 
утверждаю, что в треугольниках АВС, ОСЕ стороны при 
равных углах пропорциональны и соответственными < будут > 
стягивающие равные углы. 

Действительно, поместим ВС на одной прямой с СЕ. 
И поскольку углы АВС и АСВ < вместе » меньше двух 
прямых (предложение 17 книги 1), 
угол же АСВ равен ДЕС, то значит, 
АВС и ОЕС < вместе » меньше двух 
прямых; значит, ВА и ЕД) при 
продолжении сойдутся (постулат 
5 книги 1). Продолжим их и пусть 
они сойдутся в /. 

И поскольку угол ДОСЕ равен 
АВС, прямая В! параллельна СО 
(предложение 28 книги [). Далее, 
поскольку угол АСВ равен ДЕС, 
прямая АС параллельна /Е. Значит, 
ГАСР параллелограмм; значит, /А Р, 
равна 0С, АС же равна /Д (пред- 
ложение 34 книги 1). И поскольку 
в треугольнике /ВЕ параллельно 
одной < из сторон > /Е проведена АС, будет, значит, что как 
ВА к АГ, так и ВС к СЕ. Но АГ равна СО; значит, как ВА 
к СО, так и ВС к СЬ, и «переставляя» (предложение 16 кни- 
ги \) как АВ к ВС, так и ОС к СЕ. Далее, по- 
скольку СР параллельна ВГ, будет, что как ВС к СЕ, 
так и /ОДк ДЕ (пледложение 2). Но [О равна АС; зна- 
чит, как. ВС к СЕ, так и АС к ОБ, и ‹«переставляя» 
(предложение 16 книги У), как ВС к СА, так и СЕк ЕВ. 
Поскольку теперь доказано, что как ВА к ВС, таки ОС 
к СБ, как же ВС к СА, так и СЕк ЕД; значит, «по ра- 
венству» как ВА к АС, так и СО к РЕ (предложение 
22 книги У). 

Значит, в равноугольных треугольниках стороны при рав- 
ных углах пропорциональны и соответственны < стороны », 
стягивающие равные углы, что и требовалось доказать (11). 


12* 


[ 


е Е 
Черт. 4. 
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Предложение 5 


Если два треугольника ижеют стороны пропорциональ- 
ные, то треугольники будут равноугольные и будут 
иметь равными углы, которые стягиваются соответствен- 
ными сторонами. 

Пусть будут два треугольника АВС, РЕГ, имеющие 
стороны пропорциональные, так что как АВ к ВС, так 


Г: 


Н 
Черт. 5. 


и ОЕ к ЕЁ как же БС к СА, так и ЕГ к ГО, и ещё как ВА 
к СА, так и ЕРк БГ. Я утверждаю, что треугольник АВС 
равноуголен треугольнику РЕГ и что они будут’ иметь 
равными углы, которые стягиваются соответственными сто- 
ронами, т. е. угол АВС углу РЕГ, угол ВСА углу ЕД 
и ещё угол ВАС углу ЕРГ (черт. 5). 

Действительно, на прямой ЕТ при её точках Е, Г по- 
строим угол /ЕН, равный АВС, и угол ЕН, равный АСВ 
(предложение 23 книги 1); значит, остающийся угол при А 
равен остающемуся углу при Н (предложение 32 книги 1). 

Значит, треугольник АВС равноуголен [треугольнику] 
ЕН/. Значит, в треугольниках АВС, ЕНГ стороны при рав- 
ных углах пропорциональны и соответственны стягивающие 
равные углы (предложение 4); значит, будет, что как АВ 
к ВС, [так] и НЕ к ЕГ. Но как АВ к ВС, так по пред- 
положенню и ДЕ к ЕГ; значит, как ОЕ к ЕТ, так и НЕ 
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к Б/ (предложение 11 книги У). Значит, каждая из ДЕ, 
НЕ имеет к Е! то же отношение; значит, ОЕ равна НЕ 
(предложение 9 книги У). Вследствие того же вот и Б/ 
равна НГ. Поскольку теперь ОЕ равна ЕН, Е] же общая, 
то вот две <прямые> ДЕ, Е] равны двум НЕ, ЕГ; и основа- 
ние [)/7 равно основанию //7; значит, угол ОЕ! равен углу 
НЕТ (предложение 8 книги Г), и треугольник ДЕ! равен 
треугольнику НЕЁГ, и остальные углы равны остальным, 
стягиваемые равными сторонами (предложение 4 книги |. 
Значит, угол ШО/ЁЕ равен углу Н/Е, угол же ЕБ/ углу 
ЕНГ. И поскольку угол ГЕБР равен углу НЁЕГ, а угол 
НЕТ углу АВС, то значит, угол АВС равен ДЕГ. Вслед- 
ствие того же вот и угол АСВ равен углу ОГЕ и затем 
угол при А равен углу при Л); значит, треугольник АВС 
равноуголен треугольнику ДЕГ. 

Значит, если два треугольника имеют стороны про- 
порциональные, то треугольники будут равноугольны и бу- 
дут иметь равными углы, которые стягиваются соответ- 
ственными сторонами, что и требовалось доказать. 


Предложение 6 


Если два треугольника имеют один угол, равный одно- 
му углу, и стороны при равных углах пропорииональные, 
то треугольники будут равноугольны и будут иметь 
равными углы, стягиваемые соответственными сторонами. 

Пусть будут два треугольника АВС, ОЕГТ, имеющие 
один угол ВАС, равный одному углу ЕДО/, стороны же 
при равных углах пропорциональные: как ВА к АС, так 
и ЕР к ОГ; я утверждаю, что треугольник АВС равно- 
уголен треугольнику ОЁЕ/ и будет иметь угол АВС рав- 
ным углу ОДЕГ, угол же АСВ равным ОГЕ (черт. 6). 

Действительно, на прямой ОГ и при её точках ДО, / 
построим угол /ОН, равный каждому из углов ВАС, ЕП, 
и угол О/Н, равный АСВ (предложение 23 книги 1) 
значит, остающийся угол при В равен остающемуся при Я 
(предложение 32 книги 1). 

Значит, треугольник АВС равноуголен треугольнику 
ОНТ. Значит, будет пропорция —- как ВА к АС, так и НО 
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к О/ (предложение 4). Предполагается же, что и как ВА 
к АС, так и ЕР к О; и значит, как ЕО к О! так и НО 
к О! (предложение 11 книги У). Значит, ЕЮ равна ОН; 
и ОГ (предложение 9 книги \) общая; вот две прямые» 
ЕР, ОГ равны двум НО, 

д ЮГ; и угол ЕБГ равен 

п углу НОГ; значит, осно- 

вание Е/ равно основа- 


\ нию Н/ и треугольник 
Н ЕОГ равен треугольнику 
Е НОГ и остальные углы 
равны остальным, стяги- 
\ | 
В 
[й 


ваемым равными сторона- 

ми (предложение 4 кни- 

ги 1). Значит, угол Б/Н 

равен углу ОГЕ, угол же 

ОЕ углу ОЕГ. Но угол 

Черт. 6. ОН равен углу АСВ, и 

значит, угол АСВ равен 

углу ОГЕ. Предполагсется же, что и угол ВАС равен углу 

ЕОГ; и знёчит, остающийся угол при В равен остающе- 

муся при Е (предложение 32 книги 1); значит, треуголь- 
ник АВС равноуголен трэугольнику ОЕГ. 

Значит, если два треугольника имеют один угол, рав- 
ный одному углу, и стороны при равных углах пропор- 
циональные, то треугольники будут равноугольны и будут 
иметь равными углы, стягиваемые состветственными сто- 
ронами, что и требовалось доказать. 


Предложение 7 


Если два треугольника имеют один угол, равный 
одному углу, при других же углах стороны пропорцио- 
нальные, причёль из остальных углов каждый одновремея- 
но или меньше или не меньше прямого, то треугольники 
будут равноугольны и будут иметь равными те углы, 
при которых стороны пропорциональны. 

Пусть будут два треугольника АВС, РЕГ, имеющие 
один угол, равный одному углу, <а именно» угол ВАС 
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углу ЕПГ (черт. 7), при других же углах стороны про- 
порциональные, как АВ к ВС, так и ОЕ к ЕТ, причём 
из остальных углов при С и Г каждый одновременно сперва 
пусть будет меныше прямого; я утверждаю, что треуголь- 
ник АВС равноуголен треугольнику ОЕ7, и угол АБС 
будет равен ДЕГ и оста- 
ющийся угол при С равен 
остающемуся углу при Г. 

Действительно, если угол 
АВС не равен ДЕТ, то один из 
них больше. Пусть будет боль- 
ше угол АВС. Построим на Е 
прямой АВ при её точке В у 
угол АВН, равный ДЕТ (пред- 
ложение 23 книги |]. В 

И поскольку угол А ра- Н 
вен Д, угол же АВН углу 7 
РЕТ, то значит, остающийся Черт. 7. 
угол АНВ равен остающемуся 
ОТЕ. Значит, треугольник АВН равноуголен треугольнику 
ОЕГ. Значит, будет, что как АВ к ВН, таки ОЕ к Е! 
(предложение 4). Как же ОЁ к Е!, [так] по предположению 
АВ к ВС: значит, АВ к каждой из ВС, ВН имеет то же 
отношение (предложение 11 книги У); значит, ВС равна 
ВН {предложение 9 книги У). Так что и угол при С ра- 
вен углу ВНС (предложение о книги |), Угол же при С 
по предположению меньше прямого; значит, и угол ВНС 
меньше прямого; так что смежный ему угол АНВ больше 
прямого (предложение 13 книги 1). И доказано, что он 
равен углу при Г; и значит, угол при / больше прячого. 
По предположению же он меньше прямого, что нелепо Зна- 
чит, угол АВС не будет не равным углу ОЕГ; значит, он 
равен. И угол при А равен углу при ДО; и значит, остаю- 
щийся угол при С равен остающемуся углу при / (пред- 
ложение 32 книги 1). Значит, треугольник АВС равно- 
уголен треу:ольнику РЕ! 

Но вот предположим далее, что каждый из углов при 
С, Г не меньше прямого; я снова утверждаю, что и так 
треугольник АВС равноуголен треугольнику ДЕТ. 


А р 
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Действительно, после тех же построений подобным же 
образом докажем, что ВС равна ВН (черт. 8); так что 
и угол при С равен углу ВНС (предложение 5 книги |). 
Угол же при С не меньше прямого; значит, и угол ВНС 
не меньше прямого. Вот, в треугольнике ВНС два угла 
не меньше двух прямых, что невозможно (предложение 17 
книги |). Значит, опять угол АВС не будет неравен углу 

И РЕГ; значит, он равен. Нб и 

угол при А равен углу при 

р 0; значит, и остающийся угол 

при С равен остающемуся углу 

при Г (предложение 32 кни- 

ги [). Значит, треугольник АВС 

Ш 1 равноуголен треугольнику ОЕ/. 

г Е Значит, если два треуголь- 

ника имеют один угол, равный 

одному углу, при других же 

7. углах стороны пропорциональ- 

Черт. 8. ные, причём из остальных углов 

каждый одновременно или мень- 

ше или не меныше прямого, то треугольники будут равно- 

угольны и будут иметь равными те углы, при которых 

стороны пропорциональны, что и требовалось доказать 
(12, 13, 14, 15, 16, 17). 


Предложение 8 


Если в прямоугольном треугольнике проведён из пря- 
мого угла к основанию перпендикуляр, то треуголь- 
ники при перпендикуляре поЭобны и целому и между 
собой. 

Пусть будет прямоугольный треугольник АВС, имею- 
щий прямой угол ВАС (черт. 9), и пусть проведён из А 
к ВС перпендикуляр АО; я утверждаю, что каждый из 
треугольников АБО и АДС подобен целому АВС и также 
между собой. 

Действительно, поскольку угол ВАС равен углу АДВ, 
ибо оба они прямые, и у двух треугольников АВС, АВО 
общий угол при В, то значит, остающийся угол АСВ ра- 
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вен остающемуся ВАД (предложение 32 книги [); значит, 
треугольник АВС равноуголен треугольнику АВД. Значит, 
будет, что как ВС, стягивающая прямой угол в треуголь- 
нике АВС, к ВА, стягивающей прямой угол в треуголь- 
нике АБО, так и эта же АВ, стягивающая угол при С 
в треугольнике АВС, к ВО, стягивающей равный угол 
ВАР в треугольнике АВО, и ещё как АСк АР (пред- 
ложение 4), стягивающей угол при В общий двум тре- 
угольникам. Значит, треугольник АВС равноуголен тре- 
угольнику АВДО и имеет д 
<‹с ним> пропорциональ- 
ными стороны при равных 
углах. Значит, треуголь- 
ник АВС подобен тре- 
угольнику АВО (опреде- 
ление 1). Подобным же 
вот образом докажем, @ р 
что и треугольник АВС Черт. 9. 
подобен треугольнику 
АРС; значит, каждый из [треугольников] АВР и АРС 
подобен целому АВС. 

Вот я утверждаю, что и между собой треугольники 
АВО и АДС подобны. 

`Действительно, поскольку прямой угол ВШОА равен 
прямому углу АОС, но, как доказано, угол ВАО равен 
углу при С, то значит, и остающийся угол при В равен 
остающемуся углу ДАС (предложение 32 книги 1), зна- 
чит, треугольник АВШО равноуголен треугольнику АДС. 
Значит, будет, что как ВО, стягивающая угол ВАД тре- 
угольника АВО, к ОДА треугольника АДС, стягивающей 
угол при С, равный углу ВАО, так эта же АД треуголь- 
ника АВО, стягивающая угол при В, к ОС, стягивающей 
угол ДАС треугольника АДС, равный углу при В, и ещё 
как ВА к АС, стягивающие прямые углы; значит, тре- 
угольник АВР подобен треугольнику АДС (определение 1). 

Значит, если в прямоугольном треугольнике проведён 
из прямого угла к основанию перпендикуляр, то треуголь- 
ники при перпендикуляре подобны и целому и между 
собой [что и требовалось доказать]. 


© 
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Следствие 


Вот из этого ясно, что если провести в прямоугольном 
треугольнике из прямого угла перпендикуляр к основзнию, 
то проведённая есть средняя пропорциональная между 
отрезками основания, что и требовалось доказать. [И ещё 
для основания и одного какого-нибудь из отрезков ‹ле- 
жащая> при этом отрезке сторона будет средней пропор- 
циональной. | 


Предложение 9 


От данной прямой отнять предложенную часть. 
Пусть будет данная прямая АБ; вот требуется отнять 
от АВ предложенную часть (черт. 10). 
Пусть вот предложена третья часть. Проведём из А 
какую-нибудь прямую АС, образующую с АВ любой угол; 
и возьмём на АС любую 
А точку ОД и отложим ДЕи ЕС, 
равные АД, соединим ВС и 
Ё. через /[) параллельно ей 
проведём ОГ. 

р Теперь поскольку в 
треугольнике АВС парал- 
лельно одной из сторон ВС 

й 7 В проведена //), то, следова- 
тельно, будет пропорция — 
как СО к ДА, так и В 
к ГА. 

Но СР вдвое больше ДА, следовательно, и ВТ вдвое 
больше /А; следовательно. ВА втрое больше 4/. 

Итак, от данной прямой АВ отнята предложенная 
третья часть АГ, что и требовалось сделать (18). 


Черт. 10. 


Предложение 10 


Данную нерассечённую прямую рассечь подобно дан- 
ной рассечённой. 

Пусть данная нерассечённая прямая будет АВ (черт. 11). 
АС же прямая, рассёченная в точках О), Е; поместим их 
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так, чтобы они заключали произвольный угол, и соединим 
СВ, через О, Е параллельно ВС проведём ОГ, ЕН, через 
же Д параллельно АВ проведём ШОСК (предложение 31 
книги |). 

Значит, каждая из «фигур» /А, ОВ — параллелограмм; 
значит, ОС равна /Н, СК же равна НВ (предложение 34 
книги 1). И поскольку в тре- 
угольнике ДОЖКС параллельно С 
одной из сторон КС прове- 
дена прямая СЁ, то значит, 
будет пропорция — как СЁ к 
ЕР, так и КС к (ДО (предло- 
жение 2). КС же равма ВН, 
а СО равна НГ. Значит, бу- 
дет—-как СЕк ЕД, так и ВН 
к НИ. Далее, поскольку в тре- 
угольнике АЛЕ параллельно 
одной из сторон НЕ прове- 
дена /)/, то значит, будет 
пропорция — как ЕД к ДА, таки НГк ГА (предложение 2). 

Доказано же, что и как СЕ к ЕД, так ВН к И; 
значит, будет, что как СЁ к ЕО, так ВН к НГ, как же 
ЕР к ЛА, так Н/ к ГА. 

`Значит, данная нерассечённая прямая рассечена подобно 
данной рассечённой, что и требовалось сделать (19, 20, 21). 


Черт. 11. 


Предложение 11 


Для данных двух прямых найти третью пропор- 
циональную. 

Пусть данные [две прямые] будут ВА, АС; поместим 
их так, чтобы они заключали произвольный угол. Тре- 
буется вот для ВА и АС найти третью пропорциональную 
(черт. 12). 

Продолжим их ло точек 0), Е, отложим БО, равную 
АС, соединим ВС и через ДО) параллельно ей проведём ОБ 
(предложение 31 книги 1). 

Поскольку теперь в треугольнике АДЕ параллельна 
одной из сторон 22Е проведена ВС, то будет пропорция —- 
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как АВ к ВО, так и АС к СЕ (предложение 2). ВО же 
равна ДС, значит, будет, что как АВ к АС, так и АСк СЁ. 

й Значит, для данных двух прямых 
АВ, АС найдена третья их пропор- 
циональная СЁ, что и требовалось 
сделать. 


С 


Предложение 12 


Для трёх данных прямых найти 
четвёртую пропорциональную. 
Пусть данные три прямые будут 
р А, В, С; вот требуется для А, В, С 
найти четвёртую — пропорциональную 
Е (черт. 13). 
Черт. 12. Отложим две прямые ДЕ и О! так, 
чтобы они заключали [произвольный] 
угол ЕДГ; отложим ОН, равную А, и НЕ, равную В, и 
ещё 2, равную С; и соединив- Е 
ши НС параллельно ей (предло- 
жение 31 книги [) через Е, про- р 
ведём ЕГ. 

Поскольку теперь в треуголь- 
нике ДЕ/Г параллельно одной из 
сторон Е/ проведена НД, то зна- |. с] 
чит, будет, что как ОН к НЕ, Черт. 13 
так ОС к (1. ОН же равна А, рт. -° 
НЕ же равна В, ПС же равна С; значит, будет, что как 
Ак В, так и Ск С(,. 

Значит, для трёх данных прямых А, В, С найдена 
четвёртая пропорциональная СТ, что и требовалось сделать. 


Предложение 13 


Для двух данных прямых найти среднюю пропор- 
циональную. 

Пусть две данные прямые будут АВ, ВС; вот тре- 
буется для АВ и ВС найти среднюю пропорциональную 
(черт. 14). 
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Расположим их по прямой, на АС опишем полукруг 
АОС, из точки В под прямыми углами к прямой АС про- 
ведём ВО и соединим АД и ОС. Поскольку АДС есть 
угол в полукруге, то он прямой 
(предложение 31 книги Ш). И р 
поскольку в прямоугольном тре- 
угольнике АДС от прямого угла 
к основанию провсдён перпенди- 
куляр ОВ, то значит, ОВ есть д 2 у 
средняя пропорциональная для 
отрезков АВ и ВС (предложение Черт. 14. 

8, следствие). 

Значит, для двух данных прямых АВ и ВС найдена 
средняя пропорциональная ДВ, что и требовалось сде- 
лать (22). 


Предложение 14 


В равных и равноугольных параллелограммах сто- 
роны при равных углах обратно пропорциональны; и из 
равноугольных паралле- 
Е © лограммов равны те, у 
которых стороны при 
равных углах обратно 

/ пропорциональны. 

Пусть будут равные и 
равноугольные параллело- 
граммы АВ и ВС, имею- 
щие равными углы при 
В; поместим ОВ, ВЕ по 
прямой (черт. 15); зна- 
чит, по прямой будут и 

Черт. 15. [В, ВН. Я утверждаю, 

что у АВ и ВС стороны 

при равных углах обратно пропорциональны, т. е. что 
будет как ОВ к ВЕ, так и НВ к В. 

Действительно, дополним параллелограмм /ЁЕ. Поскольку 
теперь параллелограмм АВ равен параллелограмму ВС, 
а /Е нечто другое, то значит, будет, что как АВ к ГЕ, 
так и ВС к ГЕ (предложение 7 книги У). Но как АВ 
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к /Е, так и СВ к ВЕ (предложение 1), как же ВС к ГЕ, 
так и НВ к ВГ; и значит, как ОВ к БЕ, так и НВ к В. 
Значит, в параллелограммзх АВ и ВС стороны при равных 
углах обратно пропорциональны. 

Но вот пусть будет, что как ОВ к ВЕ, так и НВ 
к БГ; я утверждаю, что параллелограмм АВ равен парал- 
лелограмму ВС. 

Действительно, поскольку будет, что как ОВ к ВЕ, 
так и НВ к В, но как ОВ к ВЕ, так и параллелограмм 
АВ к параллелограмму /ЁЕ, как же НВ к ВИ, так и парал- 
лелограмм ВС к параллелограмму ГЕ, и значит (предложе- 
ние 1), как АВ к ГЕ, так и ВС к ГЕ (предложение 11 
книги \); значит, параллелограмм АБВ равен параллело- 
грамму ВС (предложение 9 книги У). 

Значит, в равных и равноугольных параллелограммах 
стороны при равных углах обратно пропорциональны и из 
равноугольных параллелограммов равны те, у которых 
стороны при равных углах обратно иропорциональны, что 
и требовалось доказать (23, 24). 


Предложение 15 


В равных треугольниках, имеющих по одному рав- 
ному углу, стороны при равных углах обратно пропор- 
циональны; и из треугольников, имеющих по одному 
равному углу, равиы те, у которых стороны при равных 
углах обратно пропорциональны. 
` Пусть будут равные треугольники АВС, АЕ, имею- 
щие по одному равному углу — угол ВАС, равный ДАЕ; 
я утверждаю, что в треугольниках АВС и АДЕ стороны 
при равных углах обратно пропорциональны, <то-есть» как 
САк АР, так и ЕА к АВ (черт. 16)*). 

Действительно, поместим их так, чтобы СА была по 
прямой с 40; значит, ЕА будет по прямой с АВ. И со- 
единим Бр). 

Поскольку теперь треугольник АВС равен треуголь- 
нику АДЁ, а ВА) нечто другое, то значит, будет, что 


*) Черт. 16 воспроизводит помещённый в издании Гейберга. 
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как треугольник САВ к треугольнику ВАД, так и тре- 
угольник ЕАД к треугольнику ВАД (предложение 7 кни- 
ги \). Но как САВ к ВАО, так и СА к АД (предложе- 
ние 1), как же ЕАД к ВАО, так и БА к АВ. И значит, 
как СА к АД, так и БА к АВ. Значит, у треугольников 
АВС, АРЕ обратно пропорциональны стороны при равных 
углах. 

Но вот пусть стороны треугольников АВС и АДЕ 
обратно пропорциональны и пусть будет, что как СА 
к АД, так и ЕА к АВ; я С 
утверждаю, что треугольник 6 
АВС равен треугольнику АДЕ. 

Действительно, снова, после 
проведения соединяющей ВО, 
поскольку будет, что как СА 
к АД, так и ЕАк АВ, но как Я 
СА к АО, так и треугольник 
АВС к треугольнику ВАР, 
как же ЕА к АВ, так и тр.- 
угольник ЕАР к треугольнику 
ВАР (предложение 1), значит, 2 Е 
как треугольник АВС к тре- Черт. 16. 
угольнику ВАД, так и треугольни‹ БАР к треуголь- 
нику ВАД. 

Значит, каждый из треугольников АВС, ЕАР имеет 
к ВАО то же самое отношение. Значит, [треугольник] 
АВС равен треугольнику ЕАД (предложение 9 книги 1). 

Значит, в равных треугольниках, имеющих по одному 
равнсму углу, стороны при равных углах обратно пропар- 
циональны; и 1.3 треугольников, имеющих по одному рав- 
ному углу, равны те, у которых стороны при равных 
углах обратно пропорциональны, что и требовалось доказать. 


Предложение 16 


Если четыре прямые пропорциональны, то прямо- 
угольник, заключённый между крайними, равен прямс- 
угольнику, заключённому между средними; и если прямо- 
угольние, зсключённый между крайними, равен прямо- 
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‘угольнику, заключённому между средними, то эти 
четыре прямые будут пропорциональны. 

Пусть будут четыре пропорциональные прямые АВ, 
Ср, Е, Гкак АВ к СР, так и Е к Г (черт. 17); я 
утверждаю, что прямоугольник, заключённый между АВ, Г, 
равен прямоугольнику, заключённому между СО, Б. 

[Действительно], проведём из точек А, С прямые АН, 
СО под прямыми углами к АВ, СО и отложим АН, рав- 


7 
и 


© 
ь 
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1 


Черт. 17. 


ную Га СО, равную Е. И дополним параллелограммы 
ВН, ОО. 

И поскольку будет, что как АВ к СО, таки ЕкЬ 
Е же равна СС, а Г равна АН, то значит, будет, что как 
АВ к СР, таки СЦ к АН. Значит, у параллелограммов 
ВН и РО стороны при равных углах обратно пропорцио- 
нальны. Из равноугольных же параллелограммов равны те, 
у которых стороны при равных углах обратно пропор- 
циональны (предложение 14); значит, параллелограмм ВН 
равен параллелограмму ДО. И ВН есть прямоугольник, 
заключённый между АВ, [, ибо АН равна Га ДОС ‹прямо- 
угольник> между СО, Е, ибо Е равна СЦ; значит, прямо- 
угольник, заключённый между АБ, Г, равен прямоуголь- 
нику, заключённому между СО, Е. 

Но вот пусть прямоугольник, заключённый между АВ, 
Г, равен прямоугольнику, заключённому между СО, Е; я 
утверждаю, что эти чегыре прямые пропорциональны как 
АВк СО, таки Е к Г. 

Действительно, после тех же построений, поскольку 
«прямоугольник» между АВ, [ равен ‹«прямоугольнику» 
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между СД, Е, и <прямоугольник между» АВ, Г есть ВН, 
ибо АН равна Г, «прямоугольник» же между СВ и Е 
есть ОО, ибо СС равно Е, то значит, ВН равен ДО. 
И они равноугольны. В равных же и равноугольных 
параллелограммах стороны при равных углах обратно 
пропорциональны (предложение 14). Значит, будет, 
что как АВк СО, так и СС к АН. СС же равна Ё, 
а АН равна Г; значит, будет, что как АВ к СО, так и 
Е к Г. 

Значит, если четыре прямые пропорциональны, то 
прямоугольник, заключённый между крайними, равен пря- 
моугольнику, заключённому между средними, и если прямо- 
угольник, заключённый между крайними, равен прямо- 
угольнику, заключённому между средними, то эти четыре пря- 
мые будут пропорциональны, что и требовалось до- 
казать (25). 


Предложение 17 


Если три прямые пропорциональны, то прямоуголь- 
ник, заключённый между крайними, равен квадрату на 
средней; и если прямоугольник, заключённый между 
крайними, равен квад- 
рату на средней, то 
три прямые будут 
пропорциональны. =———0 

Пусть три прямые 
А, В, С пропорцио- 2———— 
нальны: как А к ВБ, Черт. 18. 
таки Вк С (черт. 18); 

я утверждаю, что прямоугольник, заключённый между А 
и С, равен квадрату на ВБ. 

Отложим О, равную В. 

И поскольку будет, что как Ак В, так и Вк С, 
а В равна О, то значит, будет, что как А к В, таки Э 
к С. Если же четыре прямые пропорциональны, то прямо- 
угольник, заключённый между крайними, равен прямо- 
угольнику, заключённому между средними (предложение 16). 
Значит, прямоугольник между А, С равен прямоугольнику 
между В, 0. Но прямоугольник между В, О есть квадрат 


=—_—___ 
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на ВБ; ибо В равна ДО; значит, прямоугольник, заключён- 
ный между А, С, равен квадрату на В. 

Но вот пусть прямоугольник между А, С будет равен 
квадрату на ВБ; я утверждаю, что как Ак В, таки ВкС. 

Действительно, после тех же построений, поскольку 
«прямоугольник» между А, С равен квадрату на В, но 
квадрат на БВ есть <прямоугольник> между В, О (ибо В 
равна 4/7), то значит, прямоугольник между А и С равен 
прямоугольнику между В и Д. Если же прямоугольник 
между крайними равен прямоугольнику между средними, 
то эти четыре прямые пропорциональны (предложение 16). 
Значит, будет, что как А к В, таки ОкС. В же равна О; 
значит, как Ак ВБ, таки Вк С. 

Значит, если три прямые пропорциональны, то прямо- 
угольник, заключённый между крайними, равен квадрату 
на средней; если прямоугольник, заключённый между край- 
ними, равен квадрату на средней, то три прямые будут 
пропорциональны, что и требовалось доказать. 


Предложение 18 


На донной прямой построить *) прямолинейную 
фигуру, подобную данной прямолинейной фигуре и 
подобно расположен- 

ную. 

Пусть данная прямая 
1 с будет АВ, данная же 


пря`:олинейная фигу- 
#, ра-— СЁ (черт. 19); 
\ вот требуется на пря- 


мой АВ построить 

7 у й р прямолинейную фигу- 
Черт. 19. ру, подобную прямоли- 

нейной фигуре СЁ и по- 

добно расположенную. 
Соединим 0/ и построим на прямой АВ в её точках 

А, В угол НАВ, равный углу при С, и угол АВН, рав- 


— 


*) У Евклида вуот2а1а, — буквально «начертить». 
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ный СОГ. Значит, остающийся угол СГ) равен углу АНВ; 
значит, треугольник /СВ равноуголен с треугольником НАВ. 
Значит, будет пропорция: как /О к НВ, так и ГС к НА и 
СР к АВ (предложение 4). Далее, построим на прямой 
ВН при её точках В, Н угол ВНО, равный углу ОГЕ, 
и угол НВС, равный углу /ОЕ (предложение 23 книги |. 
Значит, остающийся угол при Е равен остающемуся при @ 
(предложение 32 книги [); значит, треугольник ГОДЕ равно- 
уголен треугольнику НОВ; значит будет пропорция: как 
Ш к НВ, так и Е к НО и ЕР к СВ (предложение 4). 
Доказано же, что и как Ш к НВ, тзк и [Ск НА и СО 
к АВ; и значит, как /С к АН, так и СО к А8Ви ГЕ 
к НС и ещё ЕД к СВ. И поскольку угол СТО равен 
АНВ, ОЕ же равен ВНО, то значит, весь угол СЕ 
равен всему углу АЯЧСО. Вследствие того же вот и угол 
СРЕ равен АВО. Будет же, что и угол при С равен углу 
при А, угол же при Е равен углу при С. Значит, ‹фи- 
гура> АС равноугольна «фигуре» СЕ; и они имеют при 
равных углах пропорциональные стороны; значит, прямо- 
линейная ‹<фигура> АС подобна прямолинейной ‹фи- 
гуре> СЁ. 

Значит, на данной прямой построена прямолинейная 
фигура АС, подобнзя данной прямолинейной фигуре СЕ 
и подобно расположенная, что и требовалось сделать. 


Предложение 19 


Подобные треугольники находятся друг к другу 
в двойном отношении *) соответственных сторон. 

Пусть подобные треугольники будут АВС и ПЕ! 
(черт. 20), имеющие угол при В, равный углу при ЕЁ, и 
как АВ к ВС, так и ОЕ к ЕТ, так что ВС соответственна 
с ЕГ; я утверждаю, что треугольник АВС к треугольнику 
ДЕТ имеет двойное отношение ВС к Е!. 

Действительно, для ВС и Е! возьмём третью пропор- 
циональную ВН (предложение 11), так что будет, что как 
ВС к ЕГ, так и ЕГк ВН; и соединим АН. 


*) Мы сказали бы теперь — «в отношении квадратов». 
13* 
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Поскольку теперь будет, что как АВ к ВС, так и ДЕ 
к ЕГ, то значит, «переставляя» будет, что как АВ к ОЕ, 
так и ВС к Е!Г (предложение 16 книги У). Но как ВС 
к Е, так будет и ЕГ к ВН. И значит, как АВ к РЁ, 
так и ЕГк ВЛ; значит, в треугольниках АВН и ОЕ! 
стороны при равных углах обратно пропорциональны. Из 
треугольников же, имеющих по одному равному углу, 
равны те, у которых стороны при равных углах обратно 
пропорциональны (предложение 15). Значит, треугольник 
АВН ‘равен треугольнику ДОЕГ. И поскольку будет, что 


д 


8 И С Е 1 
Черт. 2). 


как ВС к Е[, так и ЕГк ВН, если же три прямые про- 
порциональны, то первая имеет к третьей двойное отноше- 
ние первой ко второй (определение 9 книги \У), значит, 
ВС имеет к ВН двойное отношение ВС к Е!. Как же 
СВк ВН, так и треугольник АВС к треугольнику АВН 
(предложение 1); и значит, треугольник АВС имеет к АВН 
Двойное отношение ВС к ЕГ. Треугольник же АВН равен 
треугольнику ДЕГ; и значит, треугольник АВС имеет 
к треугольнику ОЕ/Г двойное отношение ВС к ЕГ. 

Значит, подобные треугольники находятся друг к другу 
в двойном отношении соответственных сторон [что и требо- 
валось доказать]. 


Следствие 


Вот из этого ясно, что если три прямые пропорцио- 
нальны, то будет, что как первая к третьей, так и фи- 
гура *), построенная на первой к подобной ей и подобно 


*) У Евклида 10 &1006 — «идея», «форма». Если понимать под 
словом «фигура» любую прямолинейную фигуру, то «следствие» 
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построенной фигуре на второй [поскольку доказано, что 
как СВ к ВН, так и треугольник АВС к треугольнику 
АВН, то-есть ОЕ!|, что и требовалось доказать. 


Предложение 20 


Подобные многоугольники разделяются на подобные 
треугольники в равном количестве *) и в том же отноше- 
ниц **), что ц целые <многоугольники», и многоугольник 
№ многоугольнику имеет двойное отношение соответ- 
ственных сторон. 


Я 


р ее и 
Черт. 21. 


. Пусть подобные многоугольники будут АВСРЕ и 
[НОКТ (черт. 21) и-АВ соответствует /Н; я утверждаю, 
что многоугольники АВСОЕ и ИНОКЕ разделяются на 
подобные треугольники в равном количестве и в том же 
отношении, что и целые <многоугольники», и многоугольник 
АВСРЕ имеет к многоугольнику /НСКЕ двойное отноше- 
ние АВ к/Н. 


нужно признать несколько преждевременным. Но наличие опре- 
делённого члена тд позволяет думать, что в данном случае под 
термином «фигура» понималась та фигура, которая рассматрива- 
лась в данном предложении, т. е. именно треугольник. В некото- 
рых списках «Начал» вместо слова «фигура»? действительно 
СТОИТ «треугольник»; Гейберг считает, что это позднейшее изме- 
нение. 
*) = Тса 10 14006 — буквально «на равные по количеству>. 
**) ошодота тосе 0\0 — буквально «одинаковые по отношению 
с целыми>. 
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Соединим ВЕ, ЕС, НЕЁ, [0. 

И поскольку многоугольник АВСОЕ подобен много- 
угольнику /НОКЁ, угол ВАЕ равен углу НИ. (определе- 
ние 1). И будет, что как ВА к АБ, так и НЕ к ГЁ (там 
же). Поскольку тепезь будут два треугольника АВЕ, ГНЕ, 
имеющих один угол, равный одному углу, стороны же 
при равных углах пропорциональные, то значит, треуголь- 
ник АВЁ равноуголен треугольнику /НЁ (предложение 6); 
так что и подобен; значит, угол АВЕ равен НЕЁ. Но и 
весь угол АВС равен всему углу ГНО вследствие подобия 
многоугольников; значит, остающийся угол ЕВС равен ДНО. 
И поскольку вследствие подобия треугольников АВЕ и 
[НЕЁ будет, что как ЕВ к ВА, так и ЕН к Н,, но вслед- 
ствие подобия многоугольников будет, что как АВ к ВС, 
так и /Н к НО, то значит, «по равенству» будет, что 
как ЕВ к ВС, так и [Нк НО (предложение 22 книги \), 
и при равных углах ЕВС, ЕН стороны пропорциональ- 
ны; значит, треугольник ЕВС равноуголен треугольнику 
ГНО (предложение 6); так что треугольник ЕВС и по- 
добен треугольнику 2НО (предложение 4, определение 1). 
Вследствие того же вот и треугольник ЕСО подобен 
треугольнику [О@К. Значит, многоугольники АВСОЕ, 
ГНОКЕ разделены на треугольники подобные и в равном 
количестве. 

Я утверждаю, что они и в том же отношении, что и 
целые, то-есть что треугольники пропорциональны, и пре- 
дыдущие будут АВЕ, ЕВС, ЕСО, последующие же им 
НЕ, ЕНО, ГОК, и что многоугольник АВСРЕ име- 
ет к многоугольнику /НОКЁ двойное отношение соответст- 
венной стороны к соответственной стороне, то-есть АБ 
к /Н. 

Действительно, соединим АС и /С. И поскольку вслелд- 
ствие подобия многоугольников угол АВС равен углу ГНО 
и будет, что как АВ к ВС, так и ГН к НО, то треуголь- 
ник АВС равноуголен треугольнику НО (предложение 6): 
значит, угол ВАС равен Н!/О, угол же ВСА равен НОГ. 
И поскольку угол ВАМ равен НИУ и также угол АВМ 
равен /НМ№ то значит, и остальной угол АМВ равен 
остальному углу [МН (предложение 32 книги [); значит, 
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треугольник АВМ равноуголен треугольнику / НМ. Подобным 
же вот образом докажем, что и треугольник ВМС равно- 
уголен треугольнику НА’. Значит, будет пропорция: как 
АМ к МВ, так и ГМ к МН, как же ВМ к МС, так и 
НМ к М№ЦС (предложение 4); так что и «по равенству» как 
АМ к МС, так и [Мк М№С (предложение 22 книги У). 
Но как АМ к МС, так и [треугольник] АВМ к МВС и 
АМЕ к ЕМС (предложение 1), ибо они относятся» друг 
к другу как основания. И значит, как одна из предыду- 
щих к одной из последующих, так и все предыдущие ко 
всем последующим (предложение 12 книги \У); значит, 
как треугольник АМВ к ВМС, так и АВЕ к СВЕ. Но 
как АМВ к ВМС, так’и АМ к МС; и значит, как АМ 
к МС, так и треугольник АВЕ к треугольнику ЕВС. 
Вследствие того же вот и как /М к №С, так и треуголь- 
ник /НЁ к треугольнику НЁС. И будет, что как АМ 
к МС, так и /М к №0; и значит, как треугольник АБЕ 
к треугольнику ВЕС, так и треугольник /НЁ к треуголь- 
нику ЧЁС, и «переставляя», как треугольник АВЕ к тре- 
угольнику /НЁ, так и треугольник ВЕС к треугольнику 
НГС (предложение 16 книги У). Подобным же вот обра- 
зом, соединив ВО и НК, докажем, что и как треугольник 
ВЕС к треугольнику 2[НО, так и треугольник ЕСО к тре- 
угольнику [ОК. И поскольку будет, что как треугольник 
АВЕ к треугольнику /НЁ, так и ЕВС к ГНО, и затем 
ЕСО к ГСК, и значит, как одна из предыдущих к одной 
из последующих, так и все предыдущие ко всем после- 
дующим (предложение 12 книги У), значит, будет, что 
как треугольник АБЁ к треугольнику /НЁ, так и много- 
угольник. АВСОЕ к многоугольнику /НСКЕ. Но треуголь- 
ник АВЕ к треугольнику [ЧЁ имеет двойное отношение 
соответственной стороны АВ к соответственной стороне 
[Н, ибо подобные треугольники находятся в двойном от- 
ношении соответственных сторон. И значит, многоугольник 
АВСРЕ к многоугольнику /НОКЕ имеет двойное отноше- 
ние соответственной стороны АВ к соответственной сто- 
роне /Н. 

Значит, подобные многоугольники разделяются на по- 
добные треугольники, в равном количестве и в том же 
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отношении, что и целые, и многоугольник к многоугольнику 
имеет двойное отношение соответственных сторон [что и 
требовалось доказать]. 


Следствие 


Таким же образом и для [подобных] четырёхугольников 
будет доказано, что они в двойном отношении соответ- 
ственных сторон. Доказано же и для треугольников; так 
что и вообще подобные прямолинейные фигуры будут 
друг к другу в двойном отношении соответственных сто- 
рон, что и требовалось доказать. 


[Следствие 2 


И если мы для АВ, Г[Н возьмём третью пропорциональ- 
ную О, то ВА имеет к О двойное отношение АВ к [Н. 
Но и многоугольник к многоугольнику или четырёхсторон- 
ник к четырёхстороннику имеет двойное отношение со- 
ответственной стороны к соответственной стороне, т. е. АВ 
к /]; доказано же это было относительно треугольников; 
так что и вообще очевидно, что если три прямые про- 
порциональны, то будет, что как первая к третьей, так и 
«построенная» на первой фигуре к фигуре подобной и 
подобно построенной на второй.] (26) 


Предложение 21 


«Фигуры», подобные одной и той же прямолинейной 
фигуре, подобны и между собой. 

Действительно, пусть каждая из прямолинейных фигур 
А и В подобна С; я утверждаю, что и А подобна В 
(черт. 22). 

Действительно, поскольку А подобна С, она равно- 
угольна с ней и имеет при равных углах пропорциональ- 
ные стороны (определение 1). Далее, поскольку В по- 
добна С, она равноугольна с ней и имеет при равных 
углах пропорциональные стороны (определение 1). Значит, 
каждая из А и В равноугольна С и имеет при равных 
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углах пропорциональные стороны [так что и А равно- 
угольна В и имеет при равных углах пропорциональные 
стороны]. Значит, А подобна 


В (определение 1), что и тре- \ 
бовалось доказать. 


Предложение 22 
Если четыре прямые про- 
порциональны, то и подобные 
ц подобно построенные *) на 


И 
них прямолинейные фигуры > 
будут пропорциональны; ци С 
если подобные и подобно по- 
строенные на них прямоли- 


нейные фигуры пропорциональ- 
ны, то и сами эти прямые Черт. 22. 
будут пропорииональны. 
Пусть четыре пропорциональные прямые будут АВ, 


Ср, ЕГ, НО, «так что» как АВ к СО, так и Е к НО; 
Г: построим на АВ и СО 
подобные и подобно 
Г расположенные прямо- 
линейные фигуры КАВ, 
/ ГСО, а на Е и На 
Я В [А р) подобные и подобно 
р расположенные прямо- 

№ С (черт. 23); я ут- 

верждаю, что как КАВ 

к СО, так и Лк М№Д. 

Действительно возь- 

ы / и @- мём для АВ, СО тре- 
Черт. 25. тью пропорциональную 
Х, а для ЕГ, НС тре- 
тью пропорциональную О (предложение 11). И посколь- 
ку будет, что как АВ к СО, так и Е! к НС как 


И, линейные фигуры / и 


*) В подлиннике дуатетрариух — начерченные. 
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же СО к Х, так и НС к О*) (черт. 24), то значит, 
«по равенству» будет, что как АВ к Х, так и Е! к 
О (предложение 22 книги У). Но как АВ к Х, так и 
КАВ к ГСО (предложение 19, следствие), как же Е[ к О, 
так и МГ к М№С (там же); и значит, как КАВ к ЕСО, так 
и Мк МО. 
Но вот пусть будет, что как КАВ к ЕСО; так и М 
к №С; я утверждаю, что будет и как АВ к СО, так Е! 
к НО. Действительно, если не будет, что как АВ к СО, 
так и ЕЁ к НО, то пусть будет, что как АВ к СБ, так 
$ и ЕГ к ОР (предложение 12) 
х и на ОР построим прямолиней- 
ную фигуру 5Р, подобную и 
подобно расположенную каждой 


Ил. из фигур МГ и МС (предло- 
@ Р жение 18 и предложение 21). 
Черт. 24. Поскольку теперь будет, 


что как АВ к СО, так и 
ЕГ к ОР, и на АВ, СР построены подобные и подобно 
расположенные фигуры КАВ и [СО, на ЕГ, ОР же подоб- 
ные и подобно расположенные ‹<фигуры» М и 5$Р, то 
значит, будет, что как КАВ к ГСО, таки МГк $Р. Пред- 
полагается же, что и как КАВ к ГСО, таки Мк МО; и зна- 
чит, как М/ к5Р, таки Мк М№Д. Значит, МГ имеет то же 
самое отношение к каждой из №, $Р; значит, №С равна 
хР (предложение 9 книги У). Она же ей подобна и подобно 
расположена; значит, НС равна ОР **). И поскольку будет, 
что как АВ к СР, так и ЕГк ОР, ОР же равна НО, 
то значит, будет, что как АВ к СО, так и ЕГк НО. 
Значит, если четыре прямые пропорциональны, то и по- 
добные и подобно построенные на них прямолинейные фи- 
гуры будут пропорциональны; и если подобные и подобно 
построенные на них прямолинейные фигуры пропорцио- 
нальны, то и сами эти прямые будут пропорциональны, 
что и требовалось доказать. 


*) Ибо по предположению: АВ:СБ=<СО:Хи ЕГ:Н@ =На:0 
и АВ:СО = ЕГ: НО (Гейберг). 
**) Ибо, если Ма:5Р = НОа?: ОР? (предложение 20) и Ма = $Р, 
то будет ОР: = НО?, т. е. ОР=НС (Гейберг). 
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[Лемма| 


[А что если прямолинейные фигуры равны и подобны, 
то будут равны между собой и их соответственные сто- 
роны, мы докажем так. 

Пусть равные и подобные прямолинейные фигуры будут 
№4, $Ю и пусть будет, что как СН к НМ, так и КР 

к Р$5; я утверждаю, что ЮР равно СН. 
Действительно, если они не равны, то одна из них бу- 
дет больше. Пусть ЮР будет больше СН. И поскольку бу- 
дет, что как ЮР к Р5, так и ОНк НМ, и, «перестав- 
ляя», как ЮР к СН, таки Р$ к НМ, ЮР же больше СН, 
то значит, и Р$ больше НМ; так что и Ю$ больше (М. 
Но она и равна, что невозможно. Значит, не будет ЮР 
неравной НО; значит, она равна, что и требовалось доказать. | 


Предложение 23 


Равноугольные параллелограммы имеют друг к другу 
составное отношение их сторон. 

Пусть будут равноугольные параллелограммы АС, С/, 
имеющие угол ВСО, равный ЕСН (черт. 25); я утверждаю, 
что параллелограмм и р в 
АС ‘имеет к паралле- 
лограмму С! отноше- 
ние, составленное из 
«отношений сторон». 

Действительно, по- 
местим их так, чтобы 
ВС была по прямой с 
СН; значит» и ШОС 
будет по прямой с СЁ. 

И дополним паралле- 
лограмм ОН, отложим 
некоторую прямую К и сделаем, чтобы как ВС к СН, 
таки Кк/, как же ОС к СЁ, так и Ё к М. 

Значит, отношения К кри Ё к М такие же, что и 
отношения сторон, «именно» ВС к СНи ОС к СЕ. Но 
отношение А к М составляется из отношений КкЁи 


Г 


1 
Черт. 25. 
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. к М; так что и К имеет к М отношение, составлен- 
ное из «отношений» сторон. И поскольку будет, что как 
ВС к СН, так и параллелограмм АС к СО (предложение 1), 
но как ВС к СМ, так и Кк Ё[Ё, то значит, как К к ГД, 
так и АС к СС. Далее, поскольку будет, что как ОС 
к СЁ, так и параллелограмм СС к СГ (предложение 1), 
но как ОСк СЁ, так и Ёк М, и значит, как Ск М, 
так и параллелограмм СО к параллелограмму СГ. По- 
скольку теперь доказано, что как К к Ё, так и парал- 
лелограмм АС к параллелограмму СОС, как же Ёк М, 
так и параллелограмм СС к параллелограмму СГ, то зна- 
чит, «по равенству» (предложение 22 книги \), будет, 
что как Кк М, так и АС к параллелограмму СГ. К же 
имеет к /М отношение, составленное из ‹отношений» 
сторон; и значит, АС к С/ имеет отношение, составленное 
из <отношений» сторон. 

Значит, равноугольные параллелограммы имеют друг 
к другу составное отношение их сторон, что и требова- 
лось доказать. 


Предложение 24 


Во всяком параллелограмме параллелограммы на диа- 
метре подобны и целому и между собой. 

Пусть будет параллелограмм 
АВСО, диаметр же его АС, парал- 
лелограммы же на АС пусть бу- 
дут ЕН и СК (черт. 26); я ут- 
верждаю, что каждый из парал- 
лелограммов ЕН’ СК подобен 
целому АВС и друг другу. 
> Действительно, поскольку в 

2 1 © треугольнике АВС параллельно 
Черт. 26. одной из сторон ВС проведена ЕГ, 

то будет пропорция— как ВЕ 

к БА, так и СГ к ГА (предложение 2). Далее, поскольку 
в треугольнике АСД параллельно одной из сторон СД 
проведена /Н, будет пропорция — как С/ к ГА, так 
и ОН к НА (там же). Но как СГ к ГА, так по дока- 
занному и ВЕ к РА; и знанит, как ВЕ к БА, так и 
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ОН к НА, и значит, «соединяя» (предложение 18 
книги \) как ВА к АД, таки ДАк АК, и «переставляя» — 
как ВА к АД, так и БА к АН (предложение 16 книги \). 
Значит, в пПараллелограммах АВСО, ЕН стороны при об- 
щем угле ВАР пропорциональны. И поскольку Н! парал- 
лельна ОС, то угол А/Н будет равен ОСА (предложение 29 
книги 1); и РАС есть общий угол двух треугольников 
АРС, АНГ; значит, треугольник АВС равноуголен тре- 
угольнику АЯ/Г (предложение 32 книги Г). Вот вследствие 
того же и треугольник АСВ равноуголен треугольнику А/Ё, 
и весь параллелограмм АВСР равноуголен параллело- 
грамму ЕН. Значит, будет пропорция: как АР к ОС, 
так и АН к Н, как же ОС к СА, так и Н/Г к ГА, как 
же АС к СВ, так и АГ к /[Ё, и ещё, как СВ к ВА, так 
и /Ек БА (предложение 4). И поскольку доказано,- что 
как ОС к СА, так и НГ к ЛА, как же АС к СВ, так и 
АГ к ГЕ, то значит, «по равенству» (предложение 22 
книги \У) будет, что как ОС к СВ, так и НГ к ГЕ. Зна- 
чит, в параллелограммах АВСО, ЕН стороны при равных 
углах пропорциональны *); значит, параллелограмм АВСО 
подобен параллелограмму ЕН. Вследствие того же вот и 
параллелограмм АВС подобен параллелограмму АС; 
значит, каждый из параллелограммов ЕН, СК подобен [парал- 
лелограмму] АВСО. «Фигуры> же, подобные одной и той 
же прямолинейной фигуре, подобны и между собой (пред- 
ложение 21); и значит, параллелограмм ЕН подобен па- 
раллелограмму СК. 

Значит, во всяком параллелограмме параллелограммы 
на диаметре подобны и целому и между собой, что и 
требовалось доказать. 


Предложение 25 


Построить подобную данной прямолинейной фигупе 
и равную другой данной ту же <фигуру>». 

Пусть АВС будет та данная прямолинейная фигура, 
которой должна быть подобна строящаяся, Г) же та, ко- 


*) Ибо показано, что ВА: Ар = РА:АН, АЙ:ОС = АН: НЬ 
НГЛЕ = ОС-СВ, 1Е: БА = СВ:ВА (Гейберг). 
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торой должна быть равна (черт. 27); вот требуется по- 
строить подобную АВС и равную ДО ту же ‹фигуру». 

«Приложим» к ВС параллелограмм ВЕ, равный тре- 
угольнику АВС (черт. 27) (предложение 44 книги |}, 
к СЕ же параллелограмм СМ, равный Д, в угле ГСЁЕ, ко- 
торый равен СВЁ (предложение 45 книги 1). Значит, ВС 
будет по п.ямой с СГ а [Е с ЕМ. И возьмём для ВС 
и С/ среднюю пропорциональную НС (предложение 13) 
и построим на НС <треугольник> КНС, подобный и подобно 
расположенный с АБС (предложение 18). 


Черт. 27. 


И поскольку будет, что как ВС к НО, так и НС к СЕ, 
если же три прямые пропорциональны, то будет, что как 
первая к третьей, так и фигура, <построенная» на первой 
к подобной и подобно построенной на второй (предложе- 
ние 19, следствие), значит, будет, что как ВС к СГ, так 
и треугольник АВС к треугольнику КНС. Но и как ВС 
к СГ, так и параллелограмм ВЕ к параллелограмму Е/ 
(предложение 1). И значит, как треугольник АВС к тре- 
угольнику АН, так и параллелограмм ВЕ к параллело- 
грамму БЕГ; значит «переставляя», как треугольник АВС 
к параллелограмму ВЕ, так и треугольник КНО к парал- 
лелограмму ЕГ (предложение 16 книги У). Треугольник 
же АВС равен параллелограмму ЕВ; значит, и треуголь- 
ник АНС равен параллелограмму Е/. Но параллелограмм 
ЕТ равен Г); и значит, КНС равен Ш). И также КНС по- 
добен АВС. 
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Значит, построена подобная данной прямолинейной фи- 
гуре АВС и равная другой данной О та же <фигура> КНС, 
что и требовалось сделать. 


Предложение 26 


Если от параллелограмма отнимается параллело- 
грамм, подобный и подобно расположенный целому, имею- 
щий с ним общий угол, то он будет на том же диа- 
метре, что и целый. 


Я и р 


Черт. 28. 


Пусть от параллелограмма АВСШ отнимается парал- 
лелограмм А/ (черт. 28), подобный и подобно расположен- 
ный с АВСО, имеющий с ним общий угол ДАВ; я утвер- 
ждаю, что АВСД будет на том же диаметре, что и А/. 

Действительно, пусть не так, но если возможно, пусть 
[У них] будет диаметр АСС; продолженную Н/ доведём 
до С и через С параллельно каждой из АД, ВС проведём 
СК (предложение 31 и 30 книги 1). 

Поскольку теперь АВСР будет на том же диаметре, 
что АН, будет значит, что как ДА к АВ, так и НАк АК. 
Вследствие же подобия АВСО, ЕН будет, что и как РА 
к АВ, так и НА к АЕ (определение 1); и значит, как НА 
к АК, так и НА к АБ. Значит, НА к каждой из АК, АБ 
имеет то же отношение. Значит, АБ равна АК (поелло- 
жение 9 книги \У), менышая большей, что невозможно. 
Значит, не будет АВС не на том же диаметре, что и АГ; 
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значит, параллелограмм АВС будет на том же диаметре, 
что и параллелограмм 4/. 

Значит, если от параллелограмма отнимается паралле- 
лограмм, подобный и подобно расположенный целому, 
имеющий с ним общий угол, то он будет на том же диа- 
метре, что и целый, что и требовалось доказать. 


Предложение 27 


Из всех параллелограммов, приложенных к той же 
прямой и имеющих недостатки в виде параллелограл- 
мов *), подобных и подобно расположенных ‹параллело- 
грамму», построенно- 
му на половине, наи- 
большим будет [па- 
раллелограим]|, при- 
ложенный к половине 
и подобный своему не- 
достатюу. 

Пусть прямая будет 
АВ, пусть она рассечена 
пополам в Си пусть 

Черт. 29. к прямой АВ приложен 
параллелограмм Ар 

(черт. 29), имеющий недостаток в виде параллелограмма 
ОВ, построенного на половине АВ, т.е. СВ; я утверждаю, 
что из всех параллелограммов, приложенных к АВ, имею- 
щих недостатки в виде [параллелограммов], подобных и 
подобно расположенных с ДБ, наибольший будет АР. 
Приложим к прямой АВ параллелограмм АГ, имеющий 
недостаток в виде параллелограмма /В, подобного и по- 


*) Несколько вольный перевод евклидова &))=ибутюу Ее 
пара лото иров — недостающих параллельно-линейными фигурами. 

Кроме того, следует сказать, что здесь, как и в других слу- 
чаях, термин &))=жоу остаётся не вполне выясненным. Недостаток 
параллелограмма АСР, построенного на прямой АВ (при 
АС < АВ) -—-это прилежащий к нему справа параллелограмм 
СВЕР, который вместе с АСР даёт весь построенный на АВ 
параллелограмм. 
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добно расположенного с ДВ; я утверждаю, что АД 
больше АГ. 

Действительно, поскольку параллелограмм ОВ подобен 
параллелограмму /В, то они будут на одном и том же 
диаметре (предложение 26). Проведём их диаметр ОВ 
и достроим чертёж *). 

Поскольку теперь С/ равна /Е (предложение 43 книги 1), 
[В же общая, то значит, вся СО равна всей КЕ. Но Са 
равна СН, поскольку и АС равна» СВ (предложение 1). 
И значит, НС равна ЕК. Прибавим общую СГ; значит, 
весь 4/ равен гномону 2/ММ; так что параллелограмм ОВ, 
т. е. АО, больше параллелограмма А/. 

Значит, из всех параллелограммов, приложенных к той 
же прямой и имеющих недостатки в виде параллелограм- 
мов, подобных и подобно расположенных <параллелограмму>, 
построенному на половине, наибольшим будет приложенный 
к половине, что и требовалось доказать (27, 28). 


Предложение 28 


К данной прямой приложить равный данной прямоли- 
нейной фигуре параллелограмм, имеющий недостаток 
в виде параллелограмма, подобного данному; необходимо 
же,. чтобы данная прямолинейная фигура [равную ко- 
торой надо приложить], была не больше «фигуры», по- 
строенной на половине, подобной недостатку [от ‹фи- 
гуры> на половине и подобную которой надо взять в не- 
достатке]. 

Пусть данная прямая будет АВ, данная же прямо- 
линейная фигура, равную которой следует приложить к АВ 
(черт. 30), пусть будет С, не большая построенной на по- 
ловине АВ и подобной недостатку, та же, которой должен 
быть подобен недостаток, пусть будет 2; вот требуется 
к данной прямой приложить параллелограмм, равный дан- 


ной прямолинейной фигуре С с недостатком в виде парал- 
лелограмма, полобного 2. 


*) хахалеурафдю тд сутра —то же самое выражение, что и в 
предложениях 7 и 8 книги ПИ. 


14 Евклид 
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Рассечём АВ пополам в точке Е и на ЕВ построим 
ЕВН, подобный и подобно расположенный с О (предло- 
жение 18), и дополним параллелограмм АН. 

Если теперь АН равен С, то заданное уже было бы 
сделано, ибо к данной прямой АБ приложен равный дан- 
ной прямолинейной фигуре С параллелограмм АН, у ко- 
торого недостаток в виде параллелограмма НВ, подобного 2. 


Если же нет, то пусть СЕ будет больше С. Но СЕ равно 
НВ; значит, НВ больше С. Вот построим равную тому 
избытку, на сколько НВ больше С, а также подобную 
и подобно Д расположенную ту же «фигуру» КЁЕММ 
(предложение 25). Но О подобна НВ; и значит, КМ по- 
добна НВ (предложение 21). Пусть теперь КЁ будет со- 
ответственной НЕЁ, Г/М же ‹соответствэнной» НГ. И по- 
скольку НВ равна С, КМ «вместе», то значит, НВ больше 
КМ; значит, и НЕ больше КЕ, а Н! больше [М*). От- 
ложим НХ, равную КЕ, НО же, равную [М, и дополним 
параллелограмм ХНОО; значит, [НО] равен и подобен **) 
КМ [но КМ подобен НВ]. И значит, НО подобен НВ 
(предложение 21); значит, НО будет на одном и том -же 


*) Ибо по предложению 20 будет: `НВ:КМ == НЕ? К12? == 
— НР: М:. Уже если НВ >> КМ, то будет НЕ? >> К[?, Н/[2 > ЕМ:, 
т. е. НЕ > АГ, НГ ЁМ (Гейберг). 

**) Так как НВ подобен КМ, то / ОНХ = / КЕМ. Значит, 
НО и КМ равноугольны, а поэтому и подобны (определение 1) 
и равны (предложение 14) (Гейберг). 
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диаметре с НВ (предложение 26). Пусть их диаметр бу- 
дет НОВ, и достроим чертёж *). 

Теперь, поскольку ВН равна С, КМ «вместе», из ко- 
торых А/М равна #1, то значит, остаток-гномон УхЁ ра- 
вен остатку С. И поскольку ОР равен Х$ (предложе- 
ние 43 книги [), прибавим общую 06; значит, вся ОВ 
равна всей ХВ. 

Но ХВ равен ТЕ, поскольку и сторона АЕ равна сто- 
роне ЕВ (предложение 1); и значит, ГЕ равен ОВ. Прибавим 
общую Х$; значит, вся Т5 равна всему гномону РхТ. 
Но доказано, что гномон ЕРхУ равен С; и значит, Т$ ра- 
вен С. 

Значит, к данной прямой АВ приложен равный данной 
прямолинейной фигуре С параллелограмм $Т, имеющий 
недостаток в виде параллелограмма, подобного О [посколь- 
ку ОВ подобна НО] **), что и требовалось сделать (29). 


Предложение 29 


К данной прямой приложить равный данной прямо- 
линейной фигуре параллелограмм с избытком ***) в виде 
параллелограмма, подобного данному. 

Пусть данная прямая будет АБ, данная же прямоли- 
нейная фигура, равную которой следует приложить к АВ, 
пусть будет С, а та, которой должен быть подобен из- 
быток, пусть будет Ш) (черт. 31); вот требуется к прямой 
АВ приложить равный прямолинейной фигуре С паралле- 
лограмм с избытком в виде параллелограмма, подобного 1). 

Рассечём АВ пополам в Е и на ЕВ построим подоб- 
ный и подобно расположенный Ш) параллелограмм В/ и по- 


*) хата 8129 10 «Пра — см. предложение 27. 

**) Ибо ОВ подобна НО (по предложению 24) и подобна 2. 
Поставленные в скобках слова подложны, ибо без причины дела- 
ется упоминание о НО (Гейберг). 

***) Термин бтерва\оу страдает тем же недостатком, что 
и 2\\е оу. Если взять прямые ЕО и ЕВ, то при ЕО > ЕВ избыт- 
ком надо считать параллелограмм ВОЁМ, который следует отнять, 
от всего параллелограмма ЕОМГ, чтобы получить параллело- 
грамм ЕВГ, построенный только на стороне ЕВ. 


14* 
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строим равный вместе взятым В, С, подобный и по- 
добно расположенный Д (предложение 25) ‹параллело- 
грамм» НО. 

Пусть КО будет соответственной /Ё., а КН соот- 
ветственной /Е. И поскольку НС больше /В, то значит, 
и КС больше ИП, а КН больше (Е. Продолжим 1/0, [Е и 
пусть /.М будет равна КС, а ГЕМ равна КН, и допол- 
ним ММ: значит, ММ равен и подобен НО. Но НЦ 
подобен Е]; значит, и ММ подобен ЕЁ (предложение 


21); значит, ЕЁ будет на одном диаметре с ММ (пред- 
ложение 25). Проведём диаметр их /Х и достроим чер- 
тёж. 

Поскольку НО равен ЕЁ, С «вместе», но НС равен ММ, 
то значит, и ММ равен ЕЁ, С <вместе». Отнимем общую ЕГ; 
значит, остаток гномон ЮХЁЕ равен С. И поскольку АЕ 
равна ЕВ, то и АМ равен МВ, то-есть ГО (предложе- 
ние 43 книги Г). Прибавим общую ЕХ; значит, весь АХ 
равен гномону ЮХР. Но гномон ЮХА равен С; и значит, 
АХ равен С. 

Значит, к данной прямой АВ приложен равный прямо- 
линейной фигуре С параллелограмм АХ с избытком в виде 
параллелограмма ОО, подобного Ш), поскольку и ОО по- 
добен ЕЁ (предложение 24), что и требовалось сделать (30). 
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Предложение 30 


Данную ограниченную прямую рассечь в крайнем 
и среднем отношении. 

Пусть данная ограниченная прямая будет АВ; вот 
требуется рассечь прямую АВ в край- р. г @ 
нем и среднем отношении (черт. 32). 

Построим на АВ квадрат ВС и 
приложим к АС равный ВС паралле- 
лограмм СДО с избытком — фигурой АД, 
подобной ВС (предложение 29). 

ВС же есть квадрат; значит, и АД 
квадрат. И поскольку ВС равен СО, # Е В 
то отнимем общее СЕ; значит, остаток 
В|[ равен остатку АР. Он же и рав- 
ноуголен ему *); значит, в ВГи АД 
стороны при равных углах обратно р 
пропорциональны (предложение 14); зна- 
чит, будет, что как /Е к ЕО, так и Черт. 32. 

АЕ к ЕВ. Но [Е равна АВ**), ЕД же 

равна АЁ. Значит, будет, что как ВА к АЕБ, так и АЕ 
к ЕВ. Но АВ больше АБ; значит, и АЕ больше ЕВ 
(предложение 14 книги У). 

Значит, прямая АВ рассечена в Е в крайнем и среднем 
отношении (определение 3) и больший её отрезок АД, что 
и требовалось сделать (31, 32). 


Предложение 31 


В прямоугольных треугольниках фигура на стороне, 
стягивающей прямой угол, равна «вместе взятым» фи- 
гурам на сторонах, заключающих прямой угол, подоб- 
ным ей и подобно построенным. 

Пусть будет прямоугольный треугольник АВС, имею- 
щий прямой угол ВАС; я утверждаю, что фигура на ВС равна 


*) Ибо оба прямоугольники (Гейберг). 


**) Ибо /Е-=АС (предложение 34 книги 1) и АС=АВ 
(Гейберг). 
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фигурам на ВА и АС, подобным и подобно построенным 
(черт. 33). 

Проведём перпендикуляр АД. Поскольку теперь в прямо- 
угольном треугольнике АВС из прямого угла при А про- 
ведён к основанию ВС перпендикуляр АД), треугольники 
АВР и АДС при перпендикуляре подобны и целому АВС 
и между собой (предложение 8). И поскольку АВС по- 
добен АВО, то (по определению 1) значит, будет, что как 
СВ к ВА, так и АВК ВО. И поскольку три прямые 
пропорциональны, то бу- 
дет, что как первая к 
третьей, так и фигура на 
первой к фигуре на вто- 
рой, ей подобной и по- 
добно построенной (пред- 
ложение 19, следствие). 
Значит, как СВ к ВО, 
так и фигура на СВ к 
подобной и подобно по- 
строенной на ВА. Вот 
вследствие того же и как 
ВС к СРО, так и фигура 
на ВС к <фигуре> наСА *). 
Так что и как ВС к ВО, ОС «вместе», так и фигура 
на ВС к «фигурам» на ВА, АС, подобным и подобно по- 
строенным **). ВС же равна ВО, ОС «вместе»: значит, 
и фигура на ВС равна «вместе взятым» фигурам на ВА, 
АС, подобным и подобно расположенным ***). 


*) Ибо АВС подобна АДС. Значит, ВС:СА = СА: СР (Гейберг). 
**) Пусть построенные на ВС, АС и АВ фигуры будут а, 
р, с. Мы доказали, что ВС:ВЬ = а:се, ВС:СРО=а:6. Значит, 
ВС:а = Ср:6 = ВР:с, - 
Ср:ВО = Ь:с, 
Ср ВЬ):ВЬ=@®--с):е, 
(Ср -+ ВР): с) = ВЬ:с = ВС:а, 
ВС:(СЬ-- ВО) =а: (6-е) (Гейберг). 


**#) Ибо ВС:а =(СЬ-- ВО): (® - с) = ВС: -- с). Поэтому 
а =бв--с (предложение 9 книги У) (Гейберг). 
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Значит, в прямоугольных треугольниках фигура на сто- 
роне, стягивающей прямой угол, равна <вместе взятым» 
фигурам на сторонах, заключающих прямой угол, подобным 


ей и подобно построенным, что и требовалось дока- 
зать (38, 34). 


Предложение 32 


Если два тоеугольника, имеющих две стороны про- 
порциональнье двум сторонам, приставляются одним 


2 


в 7 Е 
Черт. 34. 


Углом, так, чтобы - соответственные стороны были 
и параллельны, то остальные стороны треугольников 
будут по <одной> прямой. 

Пусть будут два треугольника АВС, ОСЕ, имеющих 
две стороны ВА, АС пропорциональные двум сторонам ОС, 
ОЕ, как АВ к АС так и ОС к ДЕ, и АВ параллельна ОС, 
АС же РЕ; я утверждаю, что ВС будет по ‹одной» пря- 
мой с СЕ (черт. 34). 

Действительно, поскольку АВ параллельна ДС и на них 
упала прямая АС, то накрестлежащие углы ВАС, АСР 
равны между собой (предложение 29 книги 1). 

Вот вследствие того же и угол СДЕ равен углу АСР. 
Так что и угол ВАС равен углу СРЕ. И поскольку есть 
два треугольника АВС, ОСЕ, имеющих один угол при А, 
равный одному углу при О, стороны же при равных 
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углах пропорциональные: как БА к АС, так и СО к ОЕ, 
то значит, треугольник АВС равноуголен треугольнику ДСЕ 
(предложение 6); значит, угол АВС равен углу ОСЕ. До- 
казано же, что и угол АСР равен ВАС; значит, весь угол 
АСЕ равен двум углам АВС, ВАС. Прибавим общий угол 
АСВ; значит, углы АСЕ, АСВ равны ВАС, АСВ и СВА. 
Но углы ВАС, АВС, АСВ равны двум прямым; и значит, уг- 
лы АСЕ, АСВ равны двум прямым. Вот на некоторой пря- 
мой АС при её точке С две прямые ВС, СЕ, располо- 
женные не с одной стороны, образуют смежные углы АСЕ, 
АСВ, «вместе» равные двум прямым; значит, ВС будет 
по <одной> прямой с СЁ (предложение 14 книги 1). 

Значит, если два треугольника, имеющих две стороны, 
пропорциональные двум сторонам, приставляются одним 
углом так, чтобы соответственные стороны были и парал- 
лельны, то остальные стороны будут находиться на одной 
прямой, что и требовалось доказать (35). 


Предложение 33 


В равных кругах углы имеют то же отношение, что 
обводы, на которых они стоят, будут ли они находиться 
при центре или при обводах. 

Пусть будут равные круги АВС, ОЕТ, и пусть при 
их центрах Н, С будут углы ВНС, ЕСТ, на обводах же 
углы ВАС, ЕПГ; я утверждаю, что будет как обвод ВС 
к обводу Е], так и угол ВНС к углу ВА и как угол ВАС 
к углу ЕБГ (черт. 35). 

Отложим подряд сколько угодно равных обводу ВС 
смежных «дуг» СК, КЁ и столько же равных обводу 
Е| <дуг> [М, ММ и соединим НК, НЕЁ, СМ, ДМ. 

Теперь, поскольку равны между собой обводы ВС, СК, 
К[, будут равны между собой и углы ВНС, СНК, КНЕ 
(предложение 27 книги 1); значит, сколько раз обвод В/. 
кратен обводу ВС, столько же раз угол ВНЁ кратен 
углу ВНС. Вот вследствие того же и сколько раз обвод 
ЕМ кратен обводу ЕТ, столько же раз и угол МОЕ кра- 
тен ЕСГ. Значит, если обвод ВЁ равен обводу ЕМ, то 
и угол ВНЕ равен углу ЕСМ, и если обвод ВЛ больше 
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обвода ЕМ, то и угол ВНЁ болыше ЕСМ, и если меньше, 
то меньше. Вот для четырёх величин — двух обводов ВС, 
ЕТ и двух углов ВНС, ЕСГ взяты обвода ВС и угла ВНС 
равнократные — обвод ВЁ и угол ВН, дуги же Е! 
и угла ЕС] равнократные — обвод ЕМ№и угол ЕСМ. И до- 
казано, что если обвод ВЁ превышзет обвод ЕМ№, то 


д 


Черт. 35. 


и угол ВНЕ превышает угол ЕСМ, и если равен, то ра- 
вен, и если меньше, то меньше. Значит, будет, что как 
(определение 5 книги \У) обвод ВС к ЕГ, так и угол ВНС 
к ЕСГ (предложение 15 книги №). Но как угол ВНС 
к ЕСГ, так и ВАС к ЕВГ (предложение 15 книги У), ибо 
каждый вдвое больше другого (предложение 20 книги Ш). 
И значит, как обвод ВС к обводу Е/, так и угол ВНС 
к ЕСГи угол ВАС к ЕПР!. 

Значит, в равных кругах углы имеют то же отношение, 
что обводы, на которых они стоят, будут ли они находиться 
при центре или при обводах, что и требовалось докз- 


зать (36, 37). 
—©— 


КОММЕНТАРИИ 


$. 2. Мордухай-Ролтовского 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ 1 


1. Евклидовы определения. Большую ошибку делают те 
комментаторы, которые видят в евклидовых определениях но- 
минальные (чисто словесные) определения. Начало этой ошибки 
относится к ХУП в., когда признавали только два рода опре- 
делений: реальные и номинальные !), причём первые мыслились 
согласно общему мировоззрению того времени иначе, чем мыс- 
лились определения в античное время. 

Такой взгляд проводится в ХУШ в. Ламбертом ?). «То, что 
Евклид предпосылает в определениях, — говорит он, — это только 
номенклатура; он делает не что иное, как то, что делаег 
часовщик или какой-либо другой ремесленник, который, начиная 
обучать ученика, знакомит его прежде всего с названием своих 
инструментов». 

Номинальный характер в евклидовых определениях видел 
и Кестнер 3) на том основании, что Евклид не старался оправ- 
дать своих определений. 

Следует обратить внимание, что в определениях 10, 11, 13, 
14, 17, 18 и др. книги [ стоит «есть», а «называется» только в 9, 
10, 16. Уже это одно говорит в пользу того, что мы здесь 
имеем не номинальные определения, а определения-описания, 
которые представляют собой типичные античные определения, 
правда, смешанные с генетическими определениями более ран- 
него типа. 

Я предлагаю читателю внимательно прочесть евклидовы 
определения. 

Определение 1: «точка есть то, что не имеет частей». Затем 
идёт определение линии: «длина без ширины». Всё это, конечно, 


1) (Агпац1а её М!со!е), [’а? 4е репзег (порт-роялез- 
ская логика), 1662. 

3) Гашрегь Огоапоп, т. 1, стр. 32. Решзенег Сеенмег 
Виегмеспзе|, т. 1У, ВиеЁ ап НоПапа, 1764, стр. 23. 

3) Каз+пег, РЫ!озоры1зсв-Ма{петаНзсве Аювапипреп, $3. 
\аз$ Ве!3зЁ ш ЕисН4’$ СеотеёЧе тое|сВ? $ 13, стр 17. 
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логически не действующие определения, описания, не имеющие 
отношения к выводам, относящимся к точке и линии. 

Но затем следует определение 3: «Концы же линии точки». 
Здесь не даётся названия и вовсе не исследуется сущность 
концов; это, конечно, не второе определение точки, которая уже 
определена; это просто констатирование геометрического факта: 
в концах линии точки. 

Четвертое определение, тоже логически не действующее, 
имеет явно выраженный характер описания: «Прямая линия 
есть та, которая равно расположена по отношению к точкам на 
ней» (см. комментарий 4). 

Определение 10 прямого угла не следует толковать в том 
смысле, что название «прямой угол» даётся тому углу, который 
равен своему смежному, а в том, что угол, который в таком 
случае получается, есть как раз тот, который называется 
прямым. 

То же относится и к определению прямой, перпендикуляр- 
ной к плоскости (предложение 3 книги Х]). 

Неужели определение 13, говорящее, что граница есть то, 
что является наиболее внешним в вещи (оконечность её), будет 
определением в нашем смысле? Это опять только выявление 
характерного свойства того, что известно и что уже имеет 
определённое название. 

Только там, где указываемыми в определении признаками 
вешь вполне определяется, и где термин такой, что можно гео- 
метру приписать его введение, можно ешё видеть номинальное 
определение, а именно, в определениях 19, 20, 21, 22, 23 книги 1 
Начал. 

Выявляя характерные признаки геометрических объектов, 
некоторые евклидовы определения носят характер аксиом и могут 
быть сформулированы как аксиомы, но при этом можно при- 
бавить: в высшей степени очевидные. Так, в определении 1 
книги [1 Начал устанавливается равенство кругов по равенству 
диаметров, что в некоторых учебниках ХУИП в. выставляется 
как аксиома. 

К числу такого рода определений я отношу и определе- 
ние 11 книги ПС «Подобные сегменты те, которые заключают 
равные углы или в которых углы друг другу равны». 

То же следует думать и об определении подобия прямо- 
линейных фигур (определение 1 книги У1. 

В книге \У имеется определение 3 отношения: отноше- 
ние — это зависимость двух однородных величин по коли- 
честву “). 

Это, конечно, логически не действующее и очень общее 
определение. Но за ним следует определение 4: говорят, что 


+) Д. Мордухай-Болтовской, К истории пятой книги 
Начал Евклида, Математическое Образование, 1916. 
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величины имеют отношение друг к другу, если они, взятые 
кратно, могут превзойти друг друга. 

Это определение тоже обнаруживает аксиоматический ха- 
рактер, оно указывает, когда такая зависимость, о которой 
говорит определение 3, имеет место. 

Описательные определения мы находим и до Евклида, 
например, у Платона 5), который в диалоге «Парменид» говорит, 
что прямая — это линия, середина которой покрывает оба конца, 
это сводится к зрительному эксперименту над прямой, при 
котором прямая представляется точкой. 

Определения Геронаб) представляют развитие евклидовых 
описательных определений, а именно, в направлении более 
подробного и более лёгкого опичания. Герон рассказывает, что 
линия не имеет ни ширины, ни глубины, что она возникает, 
если точка движется сверху вниз без перерыва, что она 
составляется из точек и ограничена точками и что она пред- 
ставляет границы поверхности. К тому, что Евклид говорит 
о прямой, Герон прибавляет то, что она (как это до него от- 
мечает ещё Архимед) кратчайшая из линий, имеющих те же 
концы. К евклидову определению плоскости он прибавляет, что 
прямая с двумя точками на плоскости целиком оказывается на 
ней. 

К генетическим определениям (т. е. определениям, дающим 
способ образования вещи) можно отнести только содержащиеся 
в книге Х] определения шара (14), конуса (18) и цилиндра (21). 

Но почему Евклид не даёт и окружности, а через неё и 
кругу, тоже генетическое определение? 

Не проще было бы получить круг вращением прямой около 
неподвижной точки, чем определять окружность равенством 
расстояний от центра? 

Я думаю, что раньше так и было. Окружность являлась 
кривой, проводимой циркулем; только потом произошло расслое- 
ние на определение 15 и постулат 3, утверждающий возмож- 
ность получить циркулем кривую линию со свойствами опреде- 
ления 15. 

Что же касается шара, то здесь дело обстоит как раз на- 
оборот: для него первоначально не могло существовать генети* 
ческого определения, а могло быть только описание; оно, 
вероятно, и существовало в форме, аналогичной определению 
плоскости, и при этом не для шара непосредственно, а для его. 
поверхности. Вероятно, она определялась равенством расстояний 
от центра; генетическое же определение было вызвано предло- 
жением 18 книги ХП, дающим отношение объёмов двух шаров. 


5) Платон. Творения, диалог «Парменид». Пер. Карпова 
или Соловьева, Спб. 1863 — 1879 и 1899 — 1903. 

6) Негоп1з А!ехапаг1пь, Орега, Беагрейе{ уоп Зсвт%, 
оспоепе, Нефего, [ерлдх, 1899—1912. 
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Аристотель *› 3) говорит обычно только о реальных опреде- 
лэниях, хотя от него идёт различение номинальных и реальных 
определений. 

По Вейдлеру 3) номинальные определения дают только при- 
знаки различаемых вещей, реальные же говорят о происхождении. 
При таком понимании негенетические евклидовы определения 
оказываются номинальными. 

В заключение заметим, что Лейбниц 19) номинальные опре- 
деления понимает шире, чем просто словесные; они указывают 
признаки, по которым можно отличить одну вещь от другой. 
Реальными же будут такие, которые выявляют возможность 
существования вещей; иначе говоря, реальными будут только 
оправданные определения. 

Казалось бы, что с этой точки зрения следует все опреде- 
ления Евклида принять за номинальные. Но с точки зрения 
Евклида вводимые определения, повидимому, оправдывались ин- 
туицией; поэтому и с этой точки зрения его описательные опре- 
деления не являются номинальными. 

2. Точка. Существует несколько определений точки Н). 
Прежде всего отрицательные, против которых решительно вы- 
стунают многие методисты. Таково евклидово определение; в 
нём отмечается неделимость точки, так что совершенно одинако- 
во определяется и точка и актуально-бесконечно малое недели- 
мое в смысле Кеплера и Кавальери; оба понятия сливаются. 

Конечно, евклидово определение точки менее всего подходи- 
ло к идеям того времени, когда практиковался метод неделимых. 
Гораздо лучше с этими идеями ладило определение Герона 12) 
— точка то, что не имеет величины (по нашему протяжения). 

Но героновское определение, как и другие отрицательные 
определения, грешит тем, что под него подходит и много других 
вещей, ничего общего не имеющих с точкой. 

В средние века подчёркивалось, что точка есть место без 
протяжения 13). 


1) Аг! ${о{е]13, Орега, еа. 0140. Апа!уйса Ро епога, кн. 2, 
стр. 3, 7. Тора, кн. 7, стр. 3. 

8) юв. Вгозс1из Айзое!$ её ЕисНаз а@епзю сопёга 
Регит Катит, Атз{е]о4апи, 1640, — Меупага, Аюгере её аей:- 
п#1ю0пз 4ез зс1епсез рипсра|ез её 4ез р!из1еигз Че 1еигз егтез, 
Ра!!з, 1694. 


3) Ме! а1егиз, из!иНопез Ма#етайсае. Уйепегоае, 1751, 
Рго|об1ит. 


19) |.е1Бп12, Орега, е4. Сегпатгафь т. [У, стр. 452, [ейге а 
Тзепгиваизеп. 

1) См. прим. 8. 

12) См. прим. 6. 

13) Мер. Рзе!|из, Сотрепдёат  Ма"Метайсит  Теуаеп, 
1647. —Бау;11из, 1есНопез ша{Пе:лаНсае её орйсае ПТ. — Еге- 


К КНИГЕ 1 225 


За положительное определение точки выставляется обычно 
то, которым пользуется современный учебних, заставляющий 
мыслить точку, согласно опрзэделению 3 Евклида (являющемуся 
для Евклида по существу аксиомой), как границу линии. С мето- 
дической точки зрения оно является лучшим. 

Определение точки и линии как границы находим у Баль- 
цера, Каталана, Рушэ-Комберусса, Бланшэ. Рейхенбенгер соби- 
рает различные определения точки: 1) точка не имзет измерений, 
2) не имеет ни длины, ни шярины, ни глубины, 3) единое и не- 
делимое, наименьшее различимое. 

В чисто схоластическом направлении идэет Патриций 14), 
пытающийся построить основы геометрии: точка для него не 
только то, что не имеет частей, но ешё и то, что неделимо (ибо 
части могут получаться и не процессом деления, который отно- 
сится к континууму). Затем точка — не количество, точка не 
может быть больше и не может быть меньше (возрастающее им 
мыслится независимо от делимости). Точка не сравнима. Она не 
измерима. Она не занимает никакого пространства. К этим 
свойствам он присоединяет еще ряд других, причем всегда 
отрицательных. 

3. Линия. Евклидово второе определение в несколько не- 
уклюжей форме выражает, что линия есть протяжение одногэ 
измрения. Интересно отметить, что некоторые выставляют 
характерным свойством линии не её одномерногть, а её дву- 
сторонноеть в том смысле, что от всякой точки она протяги- 
вается только в две стороны, а не в бесконзчное множество 
сторон, как поверхность. 

Такое определение, конечно, относится только к бесконечно 
продолженным линиям, а не к отрезкам, так как в случае огра- 
ниченности на одном конце линия протягивается только в одну 
сторону (полупрямая) или совсем не протягивается. 

Обычно школьное определение линии как границы пов?грх- 
ности иногда заменяется фФорономическим (в основе которого 
лежит движение): линия есть то, что описывается движу- 
щейся точкой. 

4. Прямая. Выше было отмечено, что евклидовы определе- 
ния 15) носят олисательный характер. Евклидов тип определений 
сохраняется в учебниках в большей или меньшей мере во все 
эпохи, и эти определения с млодической точки зрения неиз- 
бежны. 

Всякое не только форономичгское, но даже генетическое 
определение использует то представление о геометрическом 
объекте, которое ученик имеет, хотя и в смутной форме, до 


зеп{1и5$, Оег шает. РипК{. ПГейзсЬтй дег тайПет. Ощегис\, 
т. 1\, стр. 350—354. 

14) Рафг1с1 из, ЭЧепНа поуа, ХУ в. 

15) Н. Ма|1|ег, Гебтбисв ег Сеотене, [ер7йо, 1874. 


15 Евклид 
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начала изучения геометрии. 11 к этому представлению геометри- 
ческий учебник должен приспособляться. 

Нельзя отрицать, что некоторые форономические приёмы 
с методической точки зрения очень ценны, но форономическое 
определение прямой как линии, не меняющей положения при 
вращательном движении, © закреплёнными двумя концами совер- 
шенно не годится. Это определение приписывается Платону; 
оно призодится Проклом, затем Лейбницем. Определение пря- 
мой сдинствепностью направления лучше, но для учебника наи- 
более удобно то свойство, которое намечается самим Евкли- 
дом 16). 

Следует уяснить себе, что Евклид (в определении 4) имеет 
в виду изогенность прямой, т. е. сохранение всех её свойств 
в различных точках. Они здесь таковы же, как там. Совершенно 
неправильно выставляют окружность как опровержение евкли- 
дова определения: Евклид имеет в виду все свойства прямой, 
включая сюда и направление. 

Но Лейбниц!) (видимо, неправильно толкуя определение 
Евклида) имеет в виду гомогенногть, т. е. то, что прямая 
в целом имеет те же свойства, что всякая её часть. В малом 
опа то же, что в большом. 

В середине Х[Х в. иногда приводилось определение Л. Берт- 
рана 18), который тоже подчёркивает изогенность прямой; пря- 
мая характеризуется тем, что разделяет плоскость на две части, 
обладающие совершенно одинаковым свойством по отношению 
к этой прямой. Следует отметить, что это свойство, хотя и 
в несколько иной форме, выдвигалось Лейбницем. 

Можно сомневаться в отнесении к описательным определз- 
ниям лежандрова 19, 0) определения прямой как кратчайшгго 


16) Кга!  шзифиНопез @еотексае, ТиБшоеп, ‘1788. — 
Кгаизе Еетеще 4ег Чеотее, ВегИт, 1875. 

17) Ге16л{7, Машеш. Зспиеп, Пег. Сегвагаф А. 2, т. Ш. 
СвагаензНса Сеотеулса, стр. 131; №1 ЕисНа1$ хофха, стр. 183. — 
Гаснат1аз, Ме Пейпюп 4ег чегадеп те пасб СогпеНиз ип@ 
Мовттеп. — Согпе!1из$, Ръусвоюозе 4ез ЕНаНгипоз-\/15сеп- 
зспай. ге.р21©, 1892 (определение Лейбница). 

18) |. ВегЁ{гапа, Оёуеюрретеп: поиуеаи 4е 1а рагйе @е- 
шещайе 4е Овотёе, Сепёуе, 1778. Его же, абошее, 1812. — 
Ре[БоенЁ, Руоеготёпез рНИоз. 4е 1а Обошёе 1860. Кеуие 
ро 1о5орШаце, т. 36—39. —Г ар1асе, ЕхромНоп 4и зуфёте аи 
попае, Райз, 1824 (есть русский перевод). 

19) Н. Огаззшапт, Аиьденпипоз1ейге. Ейцейипо, 1844, \егке, 
т. |, стр. 28. — О1хоп, Тве ЮипдаНопз о @еотету, Саше, 
1891. — Ве{{1п1, ЗиПа аенолопе АеПа гейёа Ппеа. Рейо41со 9 
Машета са, УТ, 1893, стр. 49. 

20) [есепатге, Е]6тешз ае Обошёте. 1794. Есть русский 
персвод 1837. 
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расстояния между двумя точками (оно выставлялось скорее как 
аксиома Архимедом) 21). 

Такое определение является чем-то вроде постулата, выдви- 
гающего некоторые свойства, которые хотя, может быть, и оче- 
видны, но в значительно меньшей степени, чем очевидны аксиомы. 
Действительно, при лежандровом определении мы постулируем, 
что в процессе сравнения длин бесконечного множества различ- 
ных линий мы в конце концов приходим к некоторой линии, 
длина которой оказывается наименьшей. 

Следует отметить, что неяснос определение Евклида ис- 
толковывается различными лицами различно. 

Я считаю близким к истине толкование Симона 22), который 
понимает ха как страдательную форму от “лм (кладу) и 
разъясняет так, что прямая есть линия, равномерно данная своими 
точками, т. е. линия, на которой ни одна точка не отличается 
от другой (свойство изогенности прямой). 

Другие связывают 106 стиею (точками) с хемол и переводят 
так: прямая есть линия, равномерно расположенная относительно 
своих точек. При этом «равномерность» одними истолковывается 
в смысле определяемости прямой при помощи двух точек (что, 
по моему мнению, неправильно, ибо тогда наряду с постулатом 1 
оказалась бы совершенно лишняя аксиоматизированная его 
форма, данная в виде определения). 

Третьи понимают равномерность в том смысле, что на всём 
протяжении прямой найдутся отрезки, равные данному 23). Это 
тоже я считаю маловероятным, потому что Евклид должен 
же был заметить, что аналогичное свойство присуще и окруж- 
ности. 

Энриквес 2!) защищает ту точку зрения, на которой стоит 
Прокл 25) в своём толковании. Он считает тот спрзо\б определе- 
нием к &5 100% и переводит так: прямая есть линия, которая 
одинаково расположена относительно своих точек. Это вполне 
соответствует разъяснению Прокла, что прямая есть такая 
линия, отрезок которой между двумя её точками совпадает 
с расстоянием между ними. 


21) Атп1тше4ез$, Уегке йЪегз. №22е-З\4тазБиго, 1824, стр. 48. 

22) ЗГгшоп, Еис91$ зеспз-р!апипейзсве Висцег, (ерие, 1901. 

23) См. Согпе11и$, прим. 17. 

24) Энриквес, Вопросы элементарной геометрии, 1913. 
Статья А мальди, О понятии прямой и плоскости. 

25) Ргос11, ПладосШ ш ритит ЕисНа1$ @етемогит ИФгит 
Соштещанит, Беагр. ЕйеФет, Герйе, 1873, Старое издание 
Вагос1шз’а, Радоуа, 1560. — О Прокле см. Сап{фог, Уойезипоеп 
йБег Сезсыс ме 4ег Мапетайк, т. [, стр. 463. — НагЕ тапп, 
Рез Ртофиз Гуадосвиз РЬЙо$. Ащапрзогапае 4ег Матетайк. 
РЬю$. АБВап@ипоеп, Вегацзо. Корп ипа Маогр, | тетр. СЦеззеп, 
1909. 


15% 
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Аналогично этому можно было бы сказать, что прямая есть 
единственная линия, направление которой совпадает с направле- 
нием относительного расположения двух её точек. Эта точка 
зрения, при которой приоритет предоставляется направлению, 
и прямая определяется как линия, во всех точках которой на- 
правление одно и то же, приводится во многих учебниках, на- 
чиная с Грассмана. 

Оба эти толкования могут быть приняты только в одной из 
приведённых частных форм, так что термин «относительно> 
остазтся совершенно неопределённым. Нужно сказать, что нигде 
у Евклида не видно, чтобы понятия расстояния или направления 
он считал бы первичными, предваряющими понятие прямой. 
Очень часто понятие прямой вводится неявно при помощи по- 
стулата (Каталан, Бальцер, Рушэ, Дюгамель, Безу, Боссю), и 
тогда свойство, что она является кратчайшим расстоянием, уже 
доказывается. 

Во всех таких толкованиях чисто описательное евклидово 
определение хотят сделать так или иначе логически действую- 
щим, возвести его в ранг рабочей аксиомы. 

Заканчивая разбор евклидовского определения прямой, 
вполне уместно будет сопоставить и то, как вообще определя- 
лось понятие линии. 

По Герону, линия есть то, что имеет измерение в одном 
лишь направлении (определение 8), поверхность — в двух (опре- 
деление 10), тело же есть то, что имеет три измерения (опреде- 
ление 13). 

Кривая Евклида и Лежандра — это линия 26), не являющаяся 
ни Прямой и ни ломаной. По Боссю и Безу, это траектория 
движущейся точки, меняющей направление своего движения. 
У Ламарля-Т) кривая есть траектория, описываемая точкой, 
скользящей по прямой, которая вращается вокруг своего конца; 
это определениг по существу равносильно выражению уравнения 
кривой не в декартовых, но в полярных координатах. 

Евклид определяет линию (мы теперь сказали бы — кривую) 
как Олину без ширины. В настоящее время мы выразили бы 
это так: кривая представляет плоское множество без внутрен- 
них точ-к. Другое свойство линии — это еб связность, т. е. 
возможность проведения через точки множества такой ломаной 
линии, что все стороны последней меньше любого наперед за- 
данного отрезка. Г. Кантор считает все свойства кривой исчер- 
панными в следующем определении 28): 


26) См. прим. 20, также [. Ма ег, ГертФись аег Мащета- 
ик, НаЦе, 1844. 

21) Гатагие, Ехрозёе аботёМаие Чи са]сц! 1. её ичбог. 
Ра:1з, 1861. 

28) Мапзо! 4+, Пе ВериИйе 4ег Ише ипа Есве. Епсус!о- 
рае Чег МапетаНзсвеп \/15$епзспаНеп, т. Ш, стр. 139. 
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Кривая есть совершенное и связное множество без внут- 
ренних точек. 

В поисках обобщения иногда ‘отходят от более естественного 
геометрического опрзделения кривой и определяют её аналити- 
чески. Таково жордановгкое определение кривой при помощи 
параметрических уравнений 


Х=Ф(Ю, У=(В, 


где фи ф представляют непрерывные функции параметра & Это 
определение вполне отвечает форономическому определению 
линии как траектории лвижущейся точки: параметр Ё в послед- 
нем случае является временем. 

Для жордановского *9) определения существенно то, что 
если рассматривазмая кривая замкнута и не имеет кратных точек, 
то она делит плоскость на дв- части — внешнюю и внутрен- 
НЮЮ 39). 

5. Поверхность. О позерхности приходится повторить всё 
то, что сказано выше о линии. Хорошо всем известно школьное 
определение поверхности как границы тела. Часто оно заме- 
няется форономическим: поверхность есть то, что описывается 
движущейся линией. При этом, однако, не замечают того, что 
линия может описывать тоже линию, а не поверхность — это 
в том случае, если она может двигаться по самой себе. Такова 
прямая, двигающаяся по своему направлению, или окружность, 
вращающаяся около своего центра. 

6. Плоскость. Евклидово описательное определение плос- 
кости, основанное на изогенности, не пользуется распростране- 
нием. Также не пользуется распространением лейбницевское 
определение плоскости, основанное на гомогенности и аналогич- 
ное его определению прямой. Оно в значительной мере ослож- 
няется введением корректива: следует требовать подобия части 
и всей плоскости, предполагая, что и часть и целое обнимаются 
подобными линиями. 

Л. Бертран 31) определяет плоскость как поверхность, деля- 
щую пространство на части, находящиеся к ней в одинаковом 
отношении. 

Обычное наше определение плоскости как такой поверхности, 
с которой совмещается всякая прямая, имеющая с ней две об- 
щие точки, должно быть отнесено к форономическим; оно 
совершенно не евклидовского характера и более подходит 
к определениям геометров до Евклида. 


29) ]ог4ап, Соиг$ 4’Апа!узе, 2 в4., т. 1, Райз, 1893, стр. 91. 

30) Н. Лузин, Теория функций вещественного перемен- 
ного, Москва, 1940. — Озвоо4, Тептонсй 4ег ЕипсЧопешвеонце, 
[.е1р71, 1906, стр. 120—121. 

91) См. прим. 18. 
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Следует отметить генетическое определение плоскости как 
поверхности, образуемой движением прямой, проходящей через 
точку и пересекающей прямую. 

Данное выше генетическое определение, выдвинутое Крел- 
ле 32), было вызвано замечанием Гаусса 33) об обычном определе- 
нии плоскости, которое Крелле приписывает Р. Симсону 34), хотя 
оно имеется уже у Герона 35). Гаусс замечает, что это определе- 
ние содержит в себе постулат (или теорему), что плоскость 
получается проектированием прямой из какой-либо точки, ей не 
принадлежащей. 

Крелле пытался, но не вполне удачно, доказать, что вид 
получаемой поверхности не зависит от выбора точки и прямой 
и что прямая, имеющая две точки на этой поверхности, целиком 
лежит на ней. 

Форономическое опрзэделение плоскости даётся Бальцером и 
Уэлем. Дюгамель определяет плоскость как поверхность, описы- 
ваемую прямой, вращающейся вокруг другой прямой (оси враще- 
ния) и ей перпендикулярной. Отметим в заключение ещё доволь- 
но искусственное определение, приводимое тоже Лейбницем и 
используемое Лобачевским и Больяй: прямая есть геометри- 
ческое место точек, равноотстоящих от двух заданных точек. 

7. Угол. Герон 36) определяет угол несколько. иначе, чем 
Евклид: угол — это сжимание поверхности в точке, производи- 
мое ломаной линией (определение 11). Плоский угол — это сжа- 
тие в точке (определение 12). 

Евклидово определение угла 31) как наклонения было наибо- 
лее распространено в школе ХХ в. Интересно, что параллельно 
ему даётся и другое определение, которое, как чисто номи- 
нальное, выдвигается уже и современной формально гипотети- 
ческой геометрией, например у Гильберта 38). Угол здесь сво- 
дится просто к ларе прямых. Это определение даётся и другими 
авторами только с целью «выдержать систему», а именно, до 
изучения фигуры, образованной тремя прямыми, рассмотреть 
фигуры, образованные сперва одной, затем двумя прямыми. 


33) Сге|1е, Ииг ТвеоНе аег ЕЪепе, СгеПе’з ]оцгпа1 {4г Ма\е- 
танк, т. 45, 1845. — Сте11е, Г.еБгфисв 4ег Е! етеме 4ег СЦео- 
теше, Вет, 1847. 

33) Письмо к Бесселю от 27/УП 1827. 

34) В. З1 шзоп, Еис!$ еетешогиш НБ рйогез зех Цет 
цпаеста её Аио4еста, О1азоцае, 1756. 

35) См. прим. 6. 

36) Таппегу, Оице4иез Набтещз 4’АроПопиз$ @е Регое 
(определение Герона). ВиЦе{т 4ез зепсез та\ет., 2 з6пе, 5, 1881. 

37) См. также \Мегп1сКе, Сеошёе 4ез Мааззез, Вгаип- 
спе, 1874. 

33) О. НИБевф Огип4асеп ег Сеотеёе, Гери, 1399— 
1930. Есть русский пер. под ред. П. К. Рашевского, 1948. 
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Там, где прямая определяется как линия одного направлг- 
ния, и угол определяется как различие направлений 32). Это 
определение впервые встречается у Арнета40) и Виптера *1) и 
усваивается многими учебниками. 

У форономистов угол перестаёт быть евклидовым наклоне- 
нием: он даже не мгра вращения 42) (так как мера вращения — 
число, а форономисты предпочитают оперировать образами) —- 
это просто отклонение направления при вращении. 

Уголи угловое пространство. Бертран определяет 
угол как неопределённую часть плоскости, ограниченную двумя 
прямыми, пересекающимися в 


одной точке. ЕЁ 
Некоторые учебники рас- “ 
сматривают оба понятия — угол й, 


в евклидовском смысле (\1я- 
ке!) и угол в бертрановском 
смысле (\У/шткегаит — угловое 
пространство) 43). 
Бертран сравнивает углы и 
угловые пространства: они мо- 
гут быть больше и меньше. Бо- 
лее того, он сравнивает их С р 
с параллельными полосами. 
Часть плоскости между парал- Черт. 1. 
лельными потому меньше уг- 
ла, что плоскость заполняется конечиым числом углов, но бес- 
копечным числом полос. 
То, что внешний угол больше внутреннего, с ним ие 
смежного, т. е что / АВО > /ЕСВ (черт. 1.}, следует 


39) Величины отклонения: \Уавпег (1874), ЕаБ!ап1 
(1871). — Изменение направления: ЗсВ1б т11сВ, Сеотейше 4ез 
Мааззез, 1874. Маг{и$ (1890), МЕ ПпомзКЕ (1881). 

4) Агпетв, Зуз4ет аег деоте Че, З+иИоан, 1840. 

41) \1п+ег, Ге ШМетеме аег еБепеп ОЧеотайе, [е!р- 
215, 1840. Также Ацвиз! (1852), Кипте (1857), За] отоп 
(1857), Е1зспег (1873), Егезеп!из (1853), Ва] {2ег, Веск 


и др. ` 

Ре, Вег{+гапа (1812), Сге!Те (1826), Егапсоеиг (1841), 
сн |ебе! (1872), Зр1ескег, Ерепе Чеотеше, Ва112ег, № 
Е]ешеже ег МашетайКк 1874. Ро13%ег (1877), Когпег (1879), 
Несег (1882), Коштеге! 1 -Е1птсК (1882), МоасКк (1890). — 
З1моп, Ше Еетеще 4ег Сеоте ве, Згаззбигое, 1890, Шохор- 
Троцкий (1891). 

48) Евклидово определение у ЗсВ\ме{пз (1808), Е огз{пег 
{1826), уап З\1п4еп (1834), ВесКкег (1859), 5пе!| (1857), 
ВгоскКтат (1871), Каш Ту (1884), Е1зсВег (1877), Нате 
тапп, Не] тез (1874). 
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из того, что первый составлен из части ЕАВР и угла БАЕ, 
а второй из той же части ЕБАВО и конечного треугольни- 
ка АСВ 1%). 

Рессель подчёркивает, что угол следует мыслить не как 
часть плоскости, но как часть пучка. Угол в пучке лучей 
аналогичен отрезку на прямой линии. Но Энриквес разли- 
чает область угла как часть плоскости и угол как часть 
пучка 45). 

8. Перпендикуляр. Евклид не имеет термина «смежный 
угол>. Мы начинаем с определения смежного угла и определяем 
прямой угол как равный своему смеж- 
ному. Рамус 46), стараясь всегда 
раньше определить род, а затем пе- 
рейти к виду (папример, от общего 
понятия перпендикулярности и парал- 
лельности перейги к этим понятиям в 
отношении к прямой), даёт такое оп- 
ределение перпендикулярности: «пря- 
мые или вообще линии взаимно пер- 
пендикулярны, если одна, падая на 
другую, равномерно лежит между от- 
резками другой». 

Рамус не может определить пер- 
пендикулярность с помощью смежных 
углов, ибо согласно его плану общие 
свойства линии следует излагать 
раньше, чем свойства углов. 

Как следует понимать слово: равномерно (аедиаШег)? Ко- 
нечно, не в смысле равенства смежных углов. Оно означает: по 
одну сторону падающей кривой или прямой то же, что по дру- 
гую (см. бертрановское определение прямой). Это безусловно 
верно для каждой из двух пересекающихся перпендикулярных 
прямых. 

Но радиус круга и окружность удовлетворяют этому тре- 
бозинию лишь наполозину: пространства в смежных углах / и 53, 
образованных окружностью с прямой, отличаются между собой, 
но пространства / и 2, образованные прямой с окружностью, 
одинаковы (черт. 2). 

По Рамусу, радиус перпендикулярен к окружности, но не 
обратно. 

9. Развёрнутый угол. Многие учебники вводят понятие 
развёрнутого угла, отвечающего случаю, когда одна сторона 


Черт. 2. 


44) См. прим. 18. 

45) Подробности см. Зспоо{еп, Ме Р1ашией5све Цщег- 
исве Герас, 1890. 

%) Ре!г! Кат! Сеомеае ИЬт 27, Вазйеае, 1567. Зсво- 
]агит татетаНсагии НЫ ипиз её Ф4ейца, ВазЙеае, 1569. 
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служит продолжением другой 47). Прямой угол тогда опреде- 
ляется как половина развёрнутого угла. Равенство прямых углов 
есть тогда прямое следствие 6-й аксиомы Евклида. Вывод пред- 
ложения 13 о сумме смежных углов упрощается. Но развёрну- 
тый угол может появиться только в том случае, если угол 
мыслится как поворот; для Евклида же, у которого угол есть 
наклонение, развёрнутый угол не имеет смысла. 

10. Тринадцатое определение. Является ли это определение 
чисто номинальным? Сводится ли оно к тому, что одно слово 
«оконечность» заменяется другим «граница»? Я думаю, что это 
не так: оно, как и определение 3 Евклида, утверждает, что то, 
что ограничивает что-либо, вполне его определяя, является в нём 
самым крайним. 

Оконечность является родом, граница — видом. Лейбниц 
определяет границу как общий член, присущий двум, не имею- 
щим общих частей объектам. 

11. Фигура. Следует обратить внимание на то, что Евклид 
мыслит фигуру не как совокупность точек и прямых, как, на- 
пример, понимаются в проективной геометрии треугольники. 
Для Евклида треугольник вовсе не является созокупностью 
трёх прямых, не пересекающихся в одной точке, а ограниченной 
этимн прямыми частью плоскости. Проективный треугольник 
остаётся треугольником, если изъять внутри него всю или часть 
плоскости; евклидов же треугольник перестаёт в этом случае 
быть треугольником. 

Очень далеко от Евклида логистическое определение фугуры 
у итальянского геометра второй половины ХХ в. Пиери. Для 
него фигура есть класс точек. Две фигуры тождественны или 
совпадают, если они построены из одних и тех же точек. 

- 12. Круг и окружность. Круг для античной мысли имел 
важное философское значение. По Аристотелю 43), лёгкие тела 
прямолинейно двигаются вверх, тяжёлые вниз, к центру земли 
(тяжёлыми элементами являются земля и вода, лёгкими — воздух 
и. огонь). Небесная же материя, из которой состоят планеты и 
звёзды, как совершенная должна двигаться по совершенной ли- 
нии — окружности. Платон много говорит о круге и определяет 
его так же, как Евклид (диалог Парменид, «Круглое есть то, 
оконечности которого везде одинаково отстоят от середины»). 

То, что Евклид очень много говорит о круге, объясняется 
не только тем, что круг проще других кривых и легче под- 
даётся исследованию, но и тем, что он более интересен. 

Античная проблема о квадратуре круга 493), т. е. о разыска- 
нии квадрата, равновеликого кругу, совершенно обходится Евк- 


1) См., напр.. Долгушин, Систематический курс геомет- 
рии, СПБ, 1912. 

48) Аг зто{е]ез$, Орега, е4. Р!4о+ (Ре Сое1о). 

49) Рудио, О хвадратуре круга, М. — Л., 1934. 
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лидом не только как ещё не разрешённая, но и как не имеющая 
отношения к основной цели, которую он себе ставит. 

Комментатор Прокл 50), который жил в эпоху упадка античной 
математики, больше всего распространяется о круге; метафизи- 
ческие понятия в его время приобретают уже магическое значе- 
ние. Он много говорит о простоте прямой и круга и старается 
опровергнуть мнение о большей сложности окружности в сравне- 
пии с прямой. Даже его толкование евклидовского определения 
прямой (прямая линия есть та, которая равна расстоянию между 
её концами), выражающее совсем не то, что хотел сказать сам 
Евклид, приводится, чтобы получить основу по существу для 
магических выводов. 

Комментаторы, начиная с Прокла, долго останавливаются на 
круге. В то время как из земных тел тяжёлые падают к центру 
земли, лёгкие же подымаются вверх, небесные тела уже по своей 
природе двигаются по совершенным линиям — окружностям. Эта 
мысль очень крепко засела в головах учёных и направила астроно- 
мию по неверному пути. Вмэсто эллиптических орбит старались 
заставить планеты двигаться по кругам (эпициклам), центры ко- 
торых в свою очередь двигались по другим кругам (деферентам}; 
так продолжалось вплоть до Кеплера, показавшего, что планеты 
движутся по эллипсам, в фокусе которых находится Солнце. 

13. Слова «которая называется окружностью» и «на окруж- 
ность круга» Гейберг считает позднейшей вставкой, почему они 
и поставлены в квадратные скобки. Правда, они имеются в боль- 
шинстве дошедших до нас рукописей, но их нет у античных 
комментаторов, а Также и в папирусе, найденном при раскопках 
Геркуланума и содержащем отрывок из евклидовых «Начал». 
По сути дела они излишни, так как греческий термин перфёзна 
(наше «периферия>), означающий у Евклида как всю окружность, 
так и е$ часть — дугу, в обиходном языке значит просто «об- 
вод». Необходимость дать перевод, который читался бы как 
с этими словами, так и после их исключения, объясняет не- 
сколько тяжелую конструкцию фразга. 

14. Центр. Слово то х=утобу обозначает колющее орудие, 
которым в древности подгоняли животных в упряжке (старое 
русское слово «рожон»). В нашем случае речь идёт об острие 
ножки циркуля, закреплявшейся при вычерчивании круга. Этим 
термином пользовался ещё автор первых «Элементов» Гиппо- 
крат. Латинский термин сети возникает пе сразу. У Марциана 
Капеллы (о в. н. э.) ещё говоригся «рипсфит сисиЦ> (точка круга) 
и <«тефа пота снсиН» (средняя метка круга). 

15. Класс линий. Деление линий на з5$=904 (прямые), ло: 0=16 
круговые) и рихта (смешанные), по Проклу, следует относить 
к Платону и Аристотелю. Кривые линии греки делили ешё на 
400 (винтовые, или спиральные — вообще кривые, полу- 


— 


50) См. прим. 35. 
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чаемые движением точки) и хата (изогнутые — кривые, полу- 
чаемые в результате сечения кривой поверхности — например, 
конические сечения). 

16. Род и вид фигур. Для нас параллелограмм — это род, 
прямоугольник — вид, другой вид — ромб. Прямоугольник — это 
параллелограмм с прямыми углами, квадрат — это прямоуголь- 
ный ромб. По Евклиду, ромбоид (параллелограмм) считается 
таковым только при условии, что он не равносторонний и не 
прямоугольный, т. е. не ромб и не прямоугольник. Впрочем, 
подведение прямоугольника под параллелограмм, а в особенности 
квадрата под ромб, вовсе не является совершенно бесспорным 
с методической точки зрения приёмом, и школьная практика 
совершенно определённо указывает на большие затруднения при 
проведении другого деления, чем у Евклида. 

Следует отметить, что под трапецией Евклид разумеет не 
то, что мы, а четыреугольмик, не подходящий ни под одно из 
четырёх вышеприведённых определений. 

Но как это ни странно, Евклид в стереометрических книгах 
в противоречие со своими определениями говорит о прямо- 
угольнике как о прямоугольном параллелограмме и о ромбе как 
о равностороннем параллелограмме. 

Рамус, исправляя Евклида, заменяет евклидову схему 51): 


Род: Четыреугольная фигура 
| 


ОИСИ ИОНОВ 
Виды: Квадрат, прямоугольник, ромб, параллелограмм, трапеция 
другой, в которой выдержано дихотомическое деление: 


Четыреугольник 


Г” 1 
Параллелограмм Трапеция 
Г . = 
Косоугольный Прямоугольный 
| 
ина "т 
Ромб Ромбопд Квадрат ОЪ!юпбиз 


У него ромбоид нечто отличное от параллелограмма и 
прямоугольника; но, как у нас, прямоугольник не противопола- 
гается параллелограмму, а мыслится как вид параллелограмма. 
Он создаёт особый термин оБопвиз (продолговатый) для прямо- 
угольника — не квадрата, евклидовского ётербитхзв. 


51) Кашиз, Сеоте фа, ВазЙеае, 1569. — Св. У\Уо 1 Е!е- 
теща Ма®езео$, 1732, т. 1, $ 78. 
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17. Паоаллельные прямые. Недостаток евклидова опреде- 
ления параллельных состоит в том, что такое определение не 
может быть пров’рено; оно заключает некоторый признак, 
в отсутствии которого мы можем убедиться только без конца 
продолжаемым процессом. Это определение совершенно не со- 
ответствует настроению античного ума, отвергавшего бесконеч- 
ное. Представляется вероятным, что искать доказательство 5-го 
постулата древних заставляла вовсе не недостаточная очевид- 
ность этой аксиомы, а только её неприемлемая в то вргмя форма. 

Определению параллельных вполне соответствует и евклидов 
постулат параллельности. И в этом случае возможно, что прямые 
встретятся на таком большом от нас расстоянии, что мы не будем 
в состоянии это установить. 

Все эти дефекты отпали бы, если бы мы определили парал- 
лельные как две равноотстоящие друг от друга прямые и, кроме 
того, добавили бы положение, что при этом получаемые в пере- 
сечении с третьей прямой соответственные углы равны. Такое 
определение параллельных предхагалось в древности Посидонием, 
затем горячо защищалось Рамусом 52) и Схоутеном и в послед- 
ствии проводи ‘о02ь в некоторых учебниках. 

Введение такого определения, конечно, должно быть оправ- 
дано, иными словами, должно быть доказано, что геометрическое 
место точек, расстояния которых до данной прямой равны, тоже 
будет представлять некоторую прямую. В неевклидовой геомет- 
рии такое положение, как известно, уже не будет справедливым. 

Определение параллельных прямых как равноотстоящих 
затемняет аксиоматическую конструкцию геометрии, ибо требует 
введения в качестве аксиомы положения, которое не только не 
очевидно, но в неевклидовых геометриях и неверно. Поэтому, в то 
время как в других местах выявляются аксиомы более высокой 
степени очевидности, эту «аксиому» приходится затушёвывать 
и обходить мо !чанием. Затем, если бы мы всё-таки попытались 
явно формулировать эту аксиому, го при дальнейшей разработке 
встретились бы с рядом серьёзных затруднений. Вводя понятие 
о расстоянии между параллельными, мы должны были бы пред- 
положить аксиому, что прямая, перпендикулярная к одной из 
параллельных, будет перпендикулярна и к другой, или какую- 
нибудь другую, ей эквивалентную. 

Таким образом, до теоремы о параллельных можно говорить 
лишь о расстоянии точек прямой Г до прямой 2 опуская из них 
перпендикуляры на /. 

Но тогда параллельность будет односторонняя: если Г || [, то 
остаётся открытым, будет ли [|| Г? 

Несмотря на свои недостатки, евклидово определение парал- 
лельных остаётся всё-таки лучшим. Если определять параллель- 
ные как прямые, образующие равные углы с определённой транс- 


52) См. также [ашЪег+, ВИемесизе|, т. Г, стр. 23. 
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версалью, то приходится доказывать, что то же свойство имеет 
место и для других трансверсалей. 

До доказательства этого положения определение заключает 
элемент произвола; остаётся невыясненным, как следует выбирать 
эту одну определённую трансверсаль. Правда, можно в качестве 
этой трансверсали брать перпендикуляр и определить параллель- 
ные как перпендикулярные к одной прямой; но в этой форме 
признак, выдвигаемый в определении, является наименее харак- 
терным. На неевклидовой плоскости такие прямые являются 
сверхпараллельными; они расходятся в обе стороны от общего 
перпендикуляра. 

В некоторых учебниках параллельные определятотся как пря- 
мые одного направления 33). Конечно, существует доматемати- 
ческог? понятие о направлении, но оно не может быть математи- 
зировано и вложено в аппарат логической геометрии. 

Такая перетасовка, т. е. возведение направления в первичное 
понятие, а параллелизма в производное, выходит совершенно 
из рамок интуитивно-логической геометрии Евклида. 

18. Постулаты. Евклид не задавался целью вывести все свои 
положения силлогистически из немногих высказанных им опре- 
делений, постулатов и аксиом. Его целью было лишь убедить 
читателя в определённых истинах, и он вовсе не считал един- 
ственным способом убеждения формально логический вывод поло- 
жений из признанных чигателем в начале изложения истин, но 
считал, что убедить можно специальной операцией, вызывая в 
уме образ с непосредственно очевидным свойством. 

Очевидность только рационалистами ХУП в. вполне опреде- 
лённо признана за критерий истинности положений, в аристо- 
телевской же логике она не играет этой роли. 

`За правильность предпосылок, с которых начинается цепь 
доказательств, говорит только их общепризнанность, вследствие 
чего аксиомы и называются хоуа! ёуубаи (общие понятия). 

Доказательства Евклида вполне отвечают схеме, выработан- 
ной софистикой 5%. Вначале софист приводит противника к 
признанию некоторых положений, отнюдь не апеллируя к очевид- 
ности, ибо противник мог бы поднять вопрос об относитель- 
ности понятия очевидности и признать для себя не очевидным 
то, что для противника вполне очевидно. 

Более сильным фактором является общепризнанноеть поло- 
жений, приводящая к лому, что отрицающий их противник рис- 
кует попасть в смешное положение. 


53) КозасКк (1857), Чегпети (1853), Ро1з1ег (1878) — 
прямые равного направления. —Зсв1ебе |, зуз4етаНзсне Каит- 
1евге, 1е{р21о, 1872 — прямые равного положения, 

54) О софистах см. диалог «Протагор» Платона Гиляров, 
Греческие софисты, Москва, 1870. — Ягодинский, Протагор, 
Казань, а также любой курс истории греческой философии. 
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Этим и объясняется то, что аксиомы стягивались к самому 
началу сочинения, а не вводились по мере надобности при 
дальнейшем развитии излагаемых теорий. 

Но что такое постулаты, выставленные Евклидом рядом с 
аксиомами? 

Неправильно было бы относить к аксиомам только очевид- 
ные положения общего характера (например, касающиеся общих 
свойств величин, как аксиомы |, 2 и др.), а постулаты отожде- 
ствить только со специально геометрическими положениями. 
Действительно, хотя аксиома о параллельных фигурирует у 
Гейберга как постулат 5, но аксиома 7, говорящая о равенст- 
ве налагающихся фигур, носит определённо геометрический ха- 
рактер. 

Далее, гейберговская классификация аксиом и постулатов не 
может всё-таки быть общепризнанной. Ведь установил же Пей- 
рард другую классификацию, пользуясь, повидимому, в основном 
теми же источниками, которые были известны и Гейбергу. По 
крайней мере по моему глубочайшему убеждению, аксиома о 
параллельных определённо была ранее аксиомой, а не постулатом, 
как она фигурирует в издании Гейберга. 

Только отказавшись от проектирования в прошлое современ- 
ных формально логических понятий, мы будем в состоянии 
понять, что представляли для самого Евклида постулаты. 

Евклид вовсе не приписывал идеального существования 
геометрическим объектам, как это делал Платон. При дока- 
зательстве какой-нибудь теоремы производилось построение нуж- 
ной геометрической фигуры, которая, таким образом, и вызыва- 
лась к существованию. Возможность существования прямой, круга 
и т. д. обусловливалась признанием возможности производя- 
щего их акта, мы сказали бы — построения. 

Более того, признание возможности этого акта вынуждало 
к признанию некоторых истин; так, признавая согласно посту- 
лату 3 возможность описывания кругов, мы тем самым приходили 
к признанию необходимости пересечения кругов, проходящих 
через центры друг друга. 

Гемин даёт объяснение, вполне согласное с предлагаемым: 
«постулат, — говорит он, — представляет требование найти и сде- 
лагь то, что достигается просто и непосредственно, в чём ум не 
затрудняется ни в понимании, ни в построении». 

Прокл, говоря о различии теорем и проблем и отмечая, что 
целью первых является лознать, а целью вторых — сделать, 
приводит в соответствие с первыми аксиомы, а со вторыми — по- 
стулаты, определяя последние близко к Гемину. 

Гоббс 55) вполне ясно выражает ту же мысль. По его мнению, 
то, что называется постулатом, — это основа не доказательств, 
а построений, не знания, а возможности существования. 


55) НоБЬез, Орега, Гопдоп, 1839, Ое согроге. УТ, $ 13, стр. 22. 
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Правда, в ХУП в. постулаты эволюционировали в аксиомы: 
они сделались просто менее очевидными аксиомами, причем 
и в настоящее время многие держатся этой точки зрения, совер- 
шенно неправильно толкуя Аристотеля. В учебниках ХУП в. 
можно Также встретить определение постулатов как не вполне 
очевидных, но не нуждающихся в подтверждении истин, осно- 
ванных на соглашении. 

У Арно 55) постулаты совершенно определённо становятся 
аксиомами. Изложив ряд аксиом о величинах вообще, он пере- 
ходит к видам величин; после аксиомы о том, что прямая — 
кратчайшее расстояние между двумя точками, он приводит уже 
как аксиомы три евклидовых постулата; после них идут аксиомы 
о том, что прямые, имеющие общий отрезок, совпадают, что две 
прямые могут пересекаться лишь в одной точке, что две сбли- 
жающиеся прямые, продолженные в одну сторону, пересекаются. 

В учебниках ХУШ в большей частью аксиомы, следуя 
Евклиду, отделяются от постулатов. Аксиомы — это те предло- 
жения, истинность которых настолько очевидна, что они всякому 
мыслящему уму тотчас выявляются, вследствие чего никем не 
могут отрицаться и поэтому не нуждаются в доказательстве. 
В этом определении непосредственногть выявления выставляется 
как признак аксиомы. Но при развитии геометрии аксиомы 
высокой степени очевидности выплывают только постепенно; 
можно даже сказать, что чем более очевидной являлась аксиома, 
тем позднее она включалась в систему геометрии. Кроме того, 
характерным свойством аксиомы считалась её недоказуемость. 
Что же касается постулатов, то они содержат то, что должно 
быть сделано или принято для того, чтобы какая-нибудь теорема 
могла быть выведена. Таким образом, в разряд постулатов попа- 
дают и не вполне очевидные положения, истинность которых 
только принимается. 

В школьном Евклиде Тодгентер 57) даёт такое определение 
евклидовых постулатов: 

«Постулаты устанавливают, что принимаемая нами операция 
дает результат, например, что мы можем провести прямую между 
двумя точками, продолжить её, описать круг данным радиусом». 

В евклидовой системе недостаёт положения взаимного пер- 
вому: две прямые пересекаются только в одной точке. В геомет- 
рии Гильберта это положение доказывается, а у Евклида даже 
не выставляется как аксиома, а просто остаётся скрытым под 
порогом сознания положением, которым Евклид, сам того не 
замечая, пользуется. | 

Указанный выше сдвиг в понимании постулатов резко выяв- 
ляется в «Характеристике» Лейбница. Его комментарии и 


56) Агпаи! а, Моиуеаих &6тегёз ае Обот&ще, Райз, 1687. 
57) Тоанип{ег, ЕцсНа Юг Че изе оЁ зсНооз ап с91- 
1езе<, 1869. 
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дополнения к системе постулатов Евклида ясно обнаруживают 
сдвиг последних в сторону аксиом. 

Первый постулат о возможности проведения прямой между 
двумя точками уже не является требованием возможности по- 
строения; он просто утверждает, что построенная таким образом 
прямая является единственным геометрическим местом уже 
существовавших точек, обладающих определённым свойством. 

Х. Вольф уже совершенно открыто обращает первый посту- 
лат в аксиому: между двумя точками проходит только одна 
прямая. 

То же следует сказать и о втором евклидовом постулате, утвер- 
ждающем возможность продолжения прямой. По Вольфу, этот 
постулат тотчас же вытекает из определения прямой как линии, 
часть которой подобна целому, ибо если часть продолженная 
образует целое, то и целое продолжением может дать большее 
(т. е. новый отрезок). 

Особое место среди постулатов занимают 4 и 5. Мне пред- 
ставляются неубедительными объяснения Цейтена правильности 
отнесения их к постулатам, а не к аксиомам. Ему приходится 
отказаться от определения постулатов как требований возмож- 
ности построений, из которых, по Евклиду, вытекает существо- 
вание фигур, получившихся в результате этих построений. Вместо 
этого он определяет постулаты как утверждения существования 
того, что желательно допустить без всякого доказательства и 
проверки. Таким образом, забыв то, что он сам раньше говорил, 
и не обращая внимания на форму первых трёх единственно 
совершенно бесспорных постулатов, Цейтен уклоняется в сторону 
псевдоаристотелева понимания постулатов как истин-меньшей 
степени очевидности. Цейтен подчёркивает экзи`тенциальный 
характер постулатов, которые, таким образом, утверждают не 
наличие некоторых свойств у объектов, а существование самих 
этих объектов, причём существование это понимается уже не 
в евклидозом смысле 58, 55). 

В постулате 4 Цейтен видит утверждение существования 
и, кроме того, единственности существующего объекта, в то 
время как сама форма выражения ясно говорит 0б общем свой- 
стве всех прямых углов — их равенстве. В постулате 5 он усма- 
тривает утверждение о сушествовании пересекающихся прямых. 
То обстоятельство, что в постулатах Ги 2 нет указания на 
единственность возможного построения, он считает их определён- 
ным дефектом. Однако дефект этот полностью пропадает, если 
понимать постулаты исключительно лишь в смысле утверждения 
возможности описываемого построения. Не говорят ли эти тщет- 


583) Деи{Пеп, Ош КопзиикКНоп$ Ех1${епзБеу!$ ш 4еп @гае- 
ке Матемайк, Муё Т1азкКий {ог Машетанк. — Цейтен. 
История математики в древности и в средние века, М. —Л., 1932. 

59) Н1птоп, ЕисИае её сопзбисНопз$, ЗЧепИа 30, 1926. 
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ные попытки оправдания подобного разделения постулатов и 
аксиом за то, что такое разделение является позднейшим оши- 
бочным исправлением того, что находилось в тексте самого 
Евклида или в более ранних его копиях. | 

В заключение должно отметить, что постулаты ограничива- 
ются употреблением линейки и циркуля. Линейка предполагается 
не Градуированной, исключающей возможность числового изме- 
рения расстояний. С циркулем невозможны другие операции, 
кроме описания окружности из данной точки радиусом, равным 
данному раствору, который во время операции предполагается 
неизменным. При таком понимании геометрия перестаёт быть 
чисто логической дисциплиной: линейка и циркуль с дозволен- 
ными операциями служат для убеждения так же, как и силлогизм. 

19. Предки аксиом сочетания. Лежандр доказывает, что две 
прямые, имеющие две общие точки, совпадают на всём своём 
протяжении. По Мансиону, его доказательство представляет лож- 
ный круг, так как без этого” положения нельзя установить поня- 
тия смежного и прямого угла. Каталан, Руше и др. выбрасывают 
эту теорему из «элементов» Лежандра 69). 

Из евклидовых постулатов развились позднее аксиомы соче- 
тания Гильберта 61). 

Плоскостными аксиомами сочетания являются следующие: 

11. Две различные точки Аи В всегда определяют прямую а. 

1. Любые две различные точки прямой определяют эту 
прямую. 

13. На прямой всегда существуют по меньшей мере две точки. 

Аксиомы, отвечающие | и 2евклидовым постулатам, получают- 
ся, разбивая [+ на две части: «точки А и В определяют отрезок АВ» 
и «4, В определяют продолжение отрезка». 

По Гильберту, существует бесконечная прямая, к ней и отно- 
сится аксиома [, по Евкдиду, её нет. Всякая прямая является 
конечной, но она может быть продолжена. 

Постулат 1 говорит об операции, дающей объект целиком. 
Постулат 2 говорит о процессе, дающем потенциальную беско- 
нечность. 

20. В тексте Евклида стоит бботтьа (от корней ба отти 
рас-ставляю). Этот термин вполне возможно было бы перевести 
словом «расстояние», если бы последнее не включало в себя 
определённый метрический оттенок. Евклидово бас-тва есть отре- 
зок, начинающийся в данном центре, но никоим образом не чис- 
ловая мера этого отрезка, прочно связанная с нашим термином 
«расстояние». 

Точно так же было бы ошибочным переводить его словом 
«радиус», поскольку, как видно из дальнейшего (предложение 2), 
в него вкладывается более узкий смысл. 


60) См. прим. 20. 
61) См. прим. 38. 


16 Евклид 
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21. Постулат 3. Этот постулат для своего правильного пони- 
мания требует нескольких разъяснений. Дозволенные у Евклида 
операции с циркулем несколько отличаются от современных. 
Постулат 3 разрешает описывать окружность из точки А радиу- 
сом, равным заданному отрезку АВ, начинающемуся в точке А. 
Это объясняется тем, что циркуль замснил собой верёвку, с 
помощью которой описывается окружность радиусом, равным 
всей верзвке или только её части. 

Перенос отрезков циркулем является операцией недозволен- 
ной, как это видно из анализа первых трёх предложений книги | 
«Начал». 

22. Равенство прямых углов. Это положение в настоящее 
время во всех учебниках доказывается. 

Кажется, Вольф 62) первый начал доказывать это положение. 
Слздует отметить, что доказательство Лежандра зависит от аксиом 
непрерывности, так как он мыслит, что углы образуют систему 
непрерывных величин, между тем Гильберт даёт доказательство, 
не зависящее от аксиом непрерывности. 

23. Эквиваленты аксиомы о параллельных. Ешё в антич- 
ное время делались попытки доказать эту аксиому, пользуясь 
(большей частью скрытыми) более очевидными положениями — 
аксиомами. 

Можно привести ряд положений, использованных при этих 
доказательствах: обычно они являются эквивалентными аксиоме 
Евклида, т. е. вводимое положение может быть выведено при 
помощи других аксиом из евклидовой, и обратно, евклидова 
аксиома может быть выведена при помощи других аксиом из 
вводимого положения. 

Эти аксиомы весьма различны. 

На перзом месге следует поставить аксиомы, выража- 
емые вполне точными математическими понятиями и обладаю-- 
ще степенью очевидности более высокой, чем евклидова ак- 
сиома. 

Такова аксиома Лоренца 3). 

1) Всякая прямая, проходящая через точку внутри угла, 
пересекает по крьйней мере одну его сторону. 

Лежандр берзт частный случай аксиомы Евклида: 

2) Наклонная и перпендикуляр при своём продолжении пере- 
секаются. 

Обычно берётся аксиома, эквивалентность которой евклидо- 
вой была отмечена ещё Проклом: - 

3) Через данную точку можно провести только одну прямую, 
параллельную данной. 


62) Св. \о1{1цз, Сотреп@ит е]етещаг1$ Ма{Везеоз, Уепе- 
41$, 1713. 

68) Гогеп27, Сгип41зз Аег тешеп ип апоемап {еп Ма®ве- 
мачк. Нез.а4, 1791—1792, стр. 102. 
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Она является единственной в гильбертовой группе аксиом 
параллелизма. Следует отметить, что положение о возможности про- 
ведения через взятую точку прямой, параллельной данной, может 
быть выведено из других евклидовых аксиом, если только не при- 
бавлять слова ‹одну>. Больше того, можно постулировать, что из 
какой-нибудь точки Му, параллельно какой-либо прямой РуОь 
можно провести только одну прямую, параллельную данной, и пос- 
ле этого можно доказать, что положение это будет верно для 
всякой точки М и всякой прямой РО. 

4) В качестве эквивалента евклидовой аксиомы можно взять, 
следуя Остроградскому 64) свойство транзитивности паралле- 
лизма: если { параллельна / и Г параллельна {", то и { парал- 
лельна /”. 

Сюда же, пожалуй (поскольку она обладает меньшей сте- 
ненью очевидности, чем вышеупомянутые), можно отнести аксио- 
му Вольфганга Больяй 6): 

5) Через всякие три точки, не лежащие на одной прямой, 
можно провести окружность. 

Бесспорно, высокой степенью очевидности обладает аксио- 
ма Плейфэра 66), которой пользуется Лежандр: две пересекаю- 
щиеся прямые АР и АО не могут быть отделены прямой 
ММ, т. е. не существует прямой ММ, не пересекающей ни АР, 
ни 40. 

На втором месте будут стоять положения, которые кажутся 
убедительными, если не стараться раскрывать точного смысла 
содержащихся в них выражений; если же истолковывать последние 
математически, то высказанные положения изменяют свой смысл, 
вследствие чего очевидность их понижается. 

Такова аксчома: 

.6) Параллельные прямые равно отстоят друг от друга"). 

Расстояние между прямыми не есть вполне ясное понятие. 
Если мы хотим подойти математически точно к его определению, 
то должны доказать, что понятие расстояния между прямыми 
есть понятие взаимное, т. е. что расстояние первой прямой от вто- 
рой будет то же самое, что и расстояние второй прямой от пер- 
вой. Для определения расстояний точек первой прямой от вто- 
рой мы опускаем из этих точек перпендикуляры на вторую 
прямую. Нам следует доказать, что результаты будут одинаковы, 
будем ли мы опускать перпендикуляры из точек первой прямой 
на вторую или, наоборот, из точек второй прямой на первую. 
В результате математической формулировки этого понятия мы 
должны притти к наличию общего перпендикуляра для обеих 


64) Остроградский, Руководство к геометрии для воен- 
ных учебных заведений, СПБ, 1855. 

6) См. Бонола, Неэвклидова геометрия, СПБ, 1910. 

66) Р]ауГа1тг, Е!етеп{$ о{ Сеотеёу, стр. 364. 

61) Сп. С1ау11, ЕцсНа$ еетещогит Ной ХУ, Кота, 1574, 
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прямых, что возможно только при справедливости евклидовой 
или какой-нибудь из эквивалентных ей аксиом о параллельности. 

Такова же аксиома, которой скрытно пользуется Прокл: 

7) Расстояние между параллельными не может быть меньше 
некоторого предела. 

И в этом случае к понятию расстояния между параллель- 
ными можно подойти только через понятие о расстоянии их то- 
чек, которое отсчитывается по перпендикуляру к одной из пря- 
мых (чего, между прочим, у Прокла нет — понятие о расстоянии 
так и остаётся невыясненным до конца). 

Такова же аксиома и Томаса Симпсона 63): 

8) Если две точки какой-либо прямой не одинаково отстоят 
от другой прямой, лежащей в одной с ней плоскости, то эти 
две прямые при бесконечном продолжении пересекаются в той 
стороне, где расстояние меньше. 

И, наконец, аксиома Роберта Симсона 69), сводящаяся к опи- 
санию поведения одной прямой относительно другой: 

9) Невозможно, чтобы какая-либо прямая сперва приближа- 
лась бы к другой, а затем удалялась, чтобы затем снова 
ближе подойти. Прямая всегда должна сохранять своё напра- 
вление. 

На третьем месте следует поставить аксиомы, в которых" 
пользуются понятиями, не поддающимися полной математизации 
и содержащими в большей или меньшей степени интуитивные 
элементы. Сюда, например, относятся все аксиомы, говорящие 
о направлении 1%. 

10) Аксиома Валлиса"1) постулирует возможность построе- 
ния на данной прямой треугольника, подобного данному. 

Это положение получает убедительность, если только при- 
знать гомогенность пространства, иными словами, ввести общую 
аксиому, не поддающуюся математизированию: пространство в 
малом является тем же, чем и в большом. 

11) Совершенно такого же рода и аксиома Ламберта о невоз- 
можности абсолютной меры длины. 

24. Генезис евклидовых аксиом. Чрезвычайно интересным 
является вопрос о иооисхождении аксиом евклидовых Начал. 
Высказываются три различных мнения: ` 

1) Одни приписывают Евклиду все постулаты и аксиомы, 
кроме тех, которые Гейберг 72) исключил в своём издании, при- 
знав их включёнными позднейшими авторами. 

2) Другие оставляют за Евклидом все признаваемые Гейбер- 
гом постулаты, но исключают аксиомы. При этом они включают 


68) Тпотаз$ 31 шрзоп, Е1етещ$ о7 аеотефу, т. Г, стр. 14. 
69) См. прим. 34. 

10) ТЬ1Бацф Огипа13$ аег гетеп Ма{БетайК, Об{Итоеп, 1827. 
1) \а111$11 Орега, т. П, Охощае. Бе роз ао што. 
12) Не! Бего, МНегаигоезсысв све З4иФеп йБег ЕиКЦа. 
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в число постулатов четвёртый и пятый, исключая их из числа 
аксиом. 

3) Третьи отрицают принадлежность Евклиду двух послед- 
них постулатов и всех аксиом, т. е. оставляют только посту- 
латы |2 и 3. 

Таннери 13) защищает последнее мнение, приводя в пользу 
его ряд аргументов, причём его рассуждение наводит на ряд 
очень интересных мыслей, относящихся к геометрии доевклидова 
периода. 

Он обращается к Аристотелю 1%) и не находит у него, как 
и у других философов, термина хо 2ууолаи (поЧопез соттипе$). 

Аристотелем употребляется термин «аксиома», но только не 
в современном смысле. Следует отметить, что к основным недо- 
казуемым положениям Аристотель предъявляет требование не 
столько очевидности, сколько общепризнанности. При этом за 
положениями, называемыми аксиомами, повидимому, ещё не при- 
знаётся основным признаком их недоказуемость, которая выстав- 
ляется Паскалем и др. в качестве характерного свойства аксиом 
наряду с их очевидностью. Очевидность как признак истинности 
аксиомы вполне определённо выставляется Декартом, а за ним 
другими рационалистами. У Аристотеля же ана — положение, 
не нуждающееся в доказательстве и лежащее в основе доказа- 
тельства. Об очевидности он не говорит (см. Метафизика, кн. 4, 
гл. 13; Физика, кн. 8, Гл. 3). 

По моему мнению, не так далеко отстоят от Аристотеля и 
стоики, допускающие в качестве аксиом как верные, так и не- 
верные положения, но с признаками общности и фундаменталь- 
ности, из которых выводятся следствия, быть может даже унич- 
тожающие эти положения. 

Совершенно прав Таннери, утверждая, что до Евклида не 
было жёсткого разграничения определений от аксиом. Так как 
вся наука в аристотелевском смысле сводилась к разысканию 
определений, то общие основные положения, т. е. аксиомы, должны 
были сперва явиться тоже как определения. Само слово ёууба, — 
понятие, слово, появляющееся лишь ко времени Аристотеля, ука- 
зывает на то, что смешение аксиом и определений продолжается 
и после Евклида. Даже у Архимеда в книге «О сфере и цилиндре» 
аксиомы по существу — определения, а леммы являются постула- 
тами. 

Особенно убедительное место Таннери приводит из сочине- 
ния Автолика «О движущейся сфере». Последний в качестве пер- 
вого определения даёт то самое определение равномерности дви- 


13) Таппету, биг Гаи еп с6 4ез ахотез 4’ЕисНае, ВиПей т 
4ез зс. тай. 4е Пагфоицх, 1888, т. 8, стр. 152. 

14) Взгляды Аристотеля на математику: Сдг!|апа, Айзю{е- 
1ез ип@а Матетайк, Магриго, 1899. — Мспаиа, Аг1з10{ейез е{ 1е$ 
та6таНаиез, АтсШМу 4ег РЫПозорШе, т. 16, 1913. 
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жения, которым мы пользуемся и в настоящее время. Но в качестве 
второго он даёт такое положение, которое в настоящее время 
уже никто не назовёт определением: 

«Если Точка, двигающаяся по прямой, пробегает равномерно 
две линии, то отношение между временами, в которые она их 
пробегает, таково же, как и отношение между этими двумя ли- 
НИЯМИ>. 

Аристотель различает в геометрии следующие элементы: 

1) То, что полагается как определённым образом существую- 
щее, —в геометрии, — это точки и линии. 

Под этим разумеются определения, говорящие о том, как 
существуют определяемые вещи. Они по существу сливаются 
с аксиомами, никоим образом не являясь номинальными опреде- 
лениями. 

2) Общепризнанные истины, с которых начинается доказа- 
тельство. 

3) Свойства (14 паз") — элементы, поясняемые на первом месте, 
смысл которых поясняется определениями. Конечно, приведённые 
слова Аристотеля не могут считаться вполне ясными; повиди- 
мому, он подразумевает здесь доказуемые положения. 

Интересно, что в этой связи Аристотель говорит, что неко- 
торые науки обходят молчанием некоторые из этих элементов 
вследствие их очевидности; так, в число «общепризнанных поло- 
жений» не включают того, что «вычитая из равных равные, по- 
лучаем равные же», поскольку это познаётся непосредственно. 

Я не решаюсь делать отсюда, как Таннери, вывод, что древ- 
ние не имели обыкновения ставить аксиомы в начале изложения; 
я только заключаю отсюда, что они позволяли себе выставлять 
не все употреблявшиеся ими положения, но только те, про кото- 
рые можно было сказать, что они должны быть признаваемыми, 
но могли и не признаваться при софистическом настроении того 
времени. 

Что ряд аксиом был введён позднейшими авторами, в этом 
не может быть сомнения. Среди этих аксиом можно различать 
две категории. Одни дают более полное воспроизведение евкли- 
дова положения; в этом случае исправляющий, или, лучше ска- 
зать, пополняющий Евклида, мало думал о сущности вводимой 
им аксиомы. Ко второй категории относятся аксиомы, над кото- 
рыми думали, но думали плохо. В качестве примера таких Тан- 
нери приводит аксиому 8 — «целое больше части», — которая, 
как он думает, не принадлежит Евклиду. Действительно, послед- 
ний употребляет вовсе не эту аксиому, а другую, когда говорит 
(в предложении 6 книги | и др.): «меньшее равно большему, 
что нелепо». Этой аксиомы не знает Герон, но она находится 
у Прокла 75). 


15) Мапз1от, Зиг 1ез роз{фи!а{з её ахошез 4’ЕисНае, Аппаез 
Че Па $0с. 4е Вгихейез, 14, 1889. 
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25. Арифметические аксиомы. Первые шесть аксиом — 
родоначальницы системы арифметических аксиом. 

В течение времени эта группа подвергалась наибольшим из- 
менениям; она то сокращалась, когда замечали логическую зави- 
симость одних от других, то, наоборот, пополнялась. 

Систему, которая извлекается непосредственно из первых 
шести евклидовых аксиом и выражается формулами 


1) если с то а=, 

2) | если в то ае=ь- 4, 
3) 

8 } если 7 то ае>зь- а. 
5) если а=в, то 2а —="2в, 

6 если а == ота=ь 


интересно сравнить с гильбертовой "). 
Аксиомы сочетания постулируются существованием ояреде- 
лённого 


1) с, такого, что а-НВ=с или е=а В, 
2) решения а х—=ви у а=Ь, 

3) нуля, такого, что а-+- 0=а, О а=а, 
4) с, такого, что ав = сис = ав, 

5) решения ах = и уа==Ь, 

.6) единицы, такой, что а.1 =аи |1.а=— а. 


Правила счёта: 


пафее=@-ь с, 
8) ат =Ь-а, 
9) а (6с) = (ав) с, 
10) &6- с) = ав ас, 
11) (в-Ве=ае- ве, 
12) аб —= ва. 
Предло жения порядка: 


13) если а,6 различны, то или а >В или а <Ь, 
14) если а>врибс, ттазс, 
15) если а>ь, тоае>ь--с, 
16) если ав, с >0, то асе > [с. 


16) См. прим. 38 (гл, ПТ. 
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Предложение Архимеда: 


Если а>0,6`>0, то существует целое число п, такое, 
что па >. 

В системе Гильберта первая евклидова аксиома исчезла как 
арифметическая, но остаётся как геометрическая аксиома группы 
конгруэнтности; если 


АВ = А’В’, 
АВ = А”В", 
то 
А’В' == А”В". 


Равенство чисел есть тождество чисел, и поэтому аксиома 
1 в числах ничег)» не выражает. 

То же следует сказать и о 2-Й евклидовой аксиоме: она не 
выражает больше, чем аксиома | сочетания. 

9-я отпала как следствие 2-й, а 6-я замснилась более общей, 
которая в системе Гильберта сводится к 5-Й. 

Таким образом, только 4-я осталась в современной системе. 

Законов счёта Евклид не рассматривал. 

В середине ХУ! в. 77) существовала довольно стройная си- 
стема основ арифметики или, лучше сказать, алгебры, так как 
она относилась не к числам (иррациональных чисел тогда ещё 
не было), а к величинам вообще, пад которыми оперирует Ал- 
гебра. 

Законы арифметики тогда представлялись очевидными поло- 
жениями (и в этом смысле аксиомами), но тем не мгнее доказуе- 
мыми, причём среди них были далеко не все, которые в настоя- 
щее время являются таковыми. Эти доказательства все основы- 
вались на лейбницианском определении равенства. 

Тождество не определялось, а равенство определялось с по- 
мощью тождества. 

Два количества а и В признавались Лейбницем и др. равными, 
если всякое выражение Ф (2) оставалось таким же и по под- 
становке В вместо а. 

Сложение мыслилось как одновременная, совершенно одина- 
ковая в отношении обоих членов операция над этими членами; 
поэтому закон коммутативный являлся лишним. Очевидно, 
то же следует сказать и о законе @ассоциативном. 

Но закон шранзитивный: 

если а=с, В==с, то а==8, выражаемый первой евклидовой 
аксиомой, доказывался и Лейбницем и Вольфом. 

Вследствие равенства и с по самому определению везде 
величиной 6 можно заменить величину с, в частности и в равен- 
стве 4 —=с, вследствие чего а =. 


17) См. прим. 62, а также Кагз{еп, Ма{Вез$1з {Пеогейса, 
Юозоск, 1761, стр. 701. 
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Таким же образом доказывалась и вторая евклидова аксиома. 

В истории этой группы евклидовых аксиом интересно срав- 
нить два момента, отделённых между собой столетием — аксиома- 
тику в Сигзиз МаветаНсиз Херигона 78) и такую же аксиома- 
тику в учебнике Хр. Вольфа. 

У первого мы имеем чрезмерное раздутие всей аксиомати- 
ческой системы. Это какое-то коллекционирование очевидных 
истин без всякого анализа их взаимной логической зависимости. 
У второго, как мы только что отметили, имеем явное наме- 
рение строить геометрию без аксиом в том смысле, что всё вы- 
водится из определений и логической аксиомы противоречия. 

Если Вольф их перечисляет, то не потому, что они очевидны, 
и не потому, что они недоказуемы, но потому, что это основ- 
ные простейшие положения, на которые чаще всего приходится 
ссылаться. 

Херигон за первой евёлидовой аксиомой ставит другую, ей 
аналогичную, и из неё выводит (знак -= обозначает: «следует, по- 
лучается») 


1а:6 с=4 а=с в-= 4а-а:=Ь, 


которую он пишет в своём идеографическом обозначении: 
Пур. с2| 24а, 
Пур. а2|2с, 
вур. 62 ]2а, 
1а:6 а2]26 


обозначая через 2|2 равенство, через Вур. — гипотезу: «если», 
1а.6 — нумерация аксиом у Херигона. 

(Следует обратить внимание, что эта аксиома выводит 1-ю 
евклидову с присоединением к ней рефлективного свойства ра- 
венства а = 6 = а.) 


Другие херигоновы аксиомы: 


1а.а а=9, а>е-Ь с, 

1а:е бе, а>вЬ-а>с, 

1а.р а-Ь=е-а в=а-а-на=е-ь, 

2а.1 а=в е=а-ае=ь-а, 

За: а=ь, е=а-а-—в=е-а, 

Зав > да-а-е< а, с оа-а-е> та 
44.1 а>ь с=а-афе>рь-а, 

44-6 а=6, с>ха-лаферь-а, 


8) Нег! ропиз$, Сигзиз ша петаНсиз, РайзИз, 1632. 
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4а:с а>в с>ха-л-афе>ь а, 
ба. а>в, се=а->а-е>Ь—а, 
ба: а=ь с>а>а-с<ь—а, 
ба:с а>ьв, с>а>-а-—а>ьЬ-е, 
ба.1] а=2е, 96—26 -а=6, 

ба: а>Ь--2а> 45, 

бас а= 2, в—=е>а=—\6, 

ба.4 а—=ь, а=2%-—-6—1с, 


— Те, БР еъа-в, 


Та. а 5 5 
1 1 . 
Та-6 оао -а>ь, 
Та. В=с, ав -а=у6 
Тта:а а—=6 И И И 
’ 2 2 


Чтобы понять наличие такого большого числа аксиом у Хе- 
ригона, следует оЗратить внимание на то, что все эти аксиомы 
понимались не в 4исловом смысле. Удвоение и деление пони- 
мали так же, как у Евклида понималось в геометрическом смысле 
умножение или разделение пополам плошади и отрезка, произ- 
водимое рядом операций. 

Следует отметить, что умножение отрезков здесь уже не 
понимается в чисто геометрическом евклидовом смысле построе- 
ния а, 9 прямоугольника. 

Вольфианские аксиомы следующие: 

1] а=а, д) а=с, 6 =с-а=6, 3,4) а се =а - ае=Ь-а, 


5) а=6, с=а - ае = Ва, 6) а—8, с =а-- р 


—@’ 
а>е-фо> с. 

26. Аксиомы конгруэнтности 7). Первые семь евклидовых ак- 
сиом являются Также родоначальницами группы аксиом конгру- 
энтности. 

Прежде всего следует отметить правильное понимание ак- 
сиомы 7. Равенство Евклид всегда понимает в смысле равнове- 
ликости. Ныне же мы обычно понимаем равенство в том смысле, 
как это понимали в ХУП в., в смысле одинаковости формы и 
размеров, т. е. равные фигуры отличаются только положением. 
При такой точке зрения смысл аксиомы 7 тот, что если фигуры 
при наложении совпадают, то они отличаются только положе- 
нием. 


Т) а=6, 


') См. прим. 38 (гл. 1, $ 5), 
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Евклид хотел сказать совершенно другое: то, что площади 
двух совпадающих при наложении фигур равны. 

Некоторые математики вводили предложение, обратное ев- 
клидову, хотя в его постановке оно, вообще говоря, не обратимо: 
равновеликие фигуры могут и не совпадать друг с другом при 
наложении. Однако Евклид в своих доказательствах пользуется 
частными видами такой обращённой аксиомы 7, т. е. признаёт 
наложимость равных отрезков и углов. 

Это было отмечено всеми комментаторами Евклида, которые 
пополнили его систему аксиом группой аксиом конгруэнтности. 

Некоторые авторы обращали аксиому в определение, опре- 
деляя равенство наложимостью. 

В формально логической системе Гильберта нет определения 
равенства. Конгруэнтность берётся как символ == и устанавли- 
вается группа знаков операций с этими символами так, чтобы 
по замене этих форм конкретным содержанием получились кон- 
кретные теоремы геометрии. 

Аксиомы Шо, Шз Гильберта тогда превращаются в аксиомы 
Ти 2 Евклида. 

Основная часть аксиомы ШЦ превращается в постулат 1 о 
переносе отрезка. (Другие её элементы АВ == АВ, АВ == ВА те- 
ряют смысл с евклидовой точки зрения.) 

В системе Веронезе выдвигаются другие аксиомы: 


1] 48 = АВ, 2) АВ= А'В’' —- АБ’ = АВ, 
3) АВ = А”В", А'В' = А”В" - АВ= А'В', 5) АВ = ВА. 


К этому прибавляется частная форма евклидовой аксиомы 8, 
что 4) отрезок не конгруэнтен ни с одной из своих частей, и 
6) устанавливается возможность откладывания от А равных от- 
резков в различные стороны, возможность переноса отрезка на лю- 
бую прямую в любую точку. 

Понятие конгруэнтности, в которое обращается неопреде- 
ляемое Евклидом равенство, понимаемое самим Евклидом как рав- 
новеликость, а иногда как тождество формы и размеров при 
различии положения, Гильбертом берётся как форма, заполняе- 
мая содержанием только после развёртывания всей формально- 
гипотетической геометрии как системы связей между этими 
формами. 

У Веронезе 80) понятие о конгруэнтности отрезков — простое 
понятие, которое если не вполне логизировано, то больше всего 
может на это рассчитывать. Что касается конгруэнтности 
фигур, то это сложное понятие сводится к простому, а именно, 
к конгруэнтности отрезков, причём это сведение производится 
логистически, выражая связь в чисто логических понятиях. «Две 
фигуры называются конгруэнтными, если каждой точке одной 


80) Уегопезе, Иетепи 41 Сеотема, Ра4о\а, 1904. 


252 КОММЕНТАРИИ 


фигуры соответствует одна и только одна точка второй фигуры 
так что отрезки, соединяющие пары соответственных точек в 
обеих фигурах, конгруэнтны». 

Конечно, равенство(конгруэнтность) треугольников понимается 
совершенно различно Евклидом, МЛейбницем, форономическим 
учебником Веронезе, резко подчёркивающим наложимость как 
определение равенства (в его логическом определении), и Гиль- 
бертом, который, исключая внутреннее содержание, остаётся 
только при одном символе ==. 

Понятие о равенстве в нашем смысле этого слова создаётся 
только в ХУГи ХУП вв., для него Лейбниц употребляет термин 
«конгруэнция». Лейбниц говорит, что две величины конгруэнтны, 
если они различаются только положением, т. е. в чисто внешнем 
отнощении. Он прибавляет, что при наложении они должны сов- 
пасть, так что аксиома 7 Евклида выставляется Лейбницем как 
непосредственное следствие его определения конгруэнтности. Далее 
Лейбниц подчзркивает, что конгруэнтность есть подобие плюс 
равенство в евклидовом смысле слова. Таким образом, подобие 
является более широким понятием, чем конгруэнтность, и неко- 
торые методисты (например, Дистервег) раньше выставляют по- 
добие фигур, а затзм путём ограличения приходят к равенству 
в нашем смысле этого слова. 

27. Целое и части. Аксиома 8 бесспорно имеет позднейшее 
происхождение. 

Интересно отметить, что современные математики, оперируя 
с актуальной бесконечностью, ставят характерным свойством 
для б-сконечного множества именио равенство целого части, 
что для конечного не имеет места. 

Собственно говоря, около этой евклидовой аксиомы и со- 
средоточивались споры инфинитистов с финитистами. 

Достаточно вспомнить парадокс Галилея 81): число членов 


яда 
' 1, 2,3, 4,5,... 


с одной стороны, не равно числу членов ряда 12, 22, 32, 4?, 5?,..., 
так как целое не может равняться своей части, с другой 
стороны, равно, так как между членами этих рядов существует 
взаимно однозначное соответствие: каждому члену первого ряда 
отвечает только один член второго и обратно. 

К аксиоме 8 комментаторы прибавляют другую «целое рав- 
но всем своим частям вместе взятым». 

Обе указанные аксиомы объемлются следующей: 

Из неполной совокупности частей нельзя составить целого. 

В соврзмениой теорни эта аксиома, понимаемая соответству- 


81) Галилео Галилей, Беседы и математические дока- 
зательства, Москва, 1937. День первый, стр. 95. См. также Соц- 
фигаф ГаН!: Ма МётаНцаие, Рай$, 1905. 
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ющим образом, играет важную роль. Это известная аксиома 
Цольта 82), которую он формулирует так: 

Если разложить многоугольник прямыми линиями на не- 
сколько частей и устранить одну часть, то с помощью остаю- 
щихся, как бы мы их ни располагали, нельзя покрыть много- 
угольник. 

У Паолиса 83) стоит аксиома в формулировке, совершенно 
аналогичной формулировке Евклида: часть многоугольника не 
может равняться целому, а Ризенбергер, наоборот, даёт в форме, 
ещё более отклоняющейся от евклидовой, чем формулирбвка 
Цольта: 

Если доказана с помощью какого-либо разложения равно- 
великость двух фигур, то нельзя произвести другого разложе- 
ния их так, чтобы одна фигура содержала все части данной 
и ешё другие части. 

К цольтовой аксиоме относится ряд работ Штольца 84), Шура, 
Киллинга 85), доказывающих, что аксиома Цольта является след- 
ствием архимедовой (Евдокса). 

28. Девятая аксиома. Эту аксиому, которую Гейберг не 
считает принадлежащей Евклиду, Прокл пытается доказать в своих 
комментариях к книге [| «Начал». 

Если предположить, что две пря- 
мые АВС и АОС (черт. 3) заключают 
пространство, сходясь в точке С, то, 
описывая окружность из С радиусом 
СА, получим две точки Е и ЕР пере- 
сечения наших прямых АВСЕ и 
АСЕ с этой окружностью. Дуги АР 
и АЕ, как отсечённые диаметрами 
АСЕ и АСР, будут полуокружностя- 
ми и как таковые должны быть 
равны в сумме всей окружности, в 
го время как они составляют лишь 
её часть ВАР. 

Клавий 86) правильно замечает, 
что возможен ещё случай, когда пря- Черт. 3. 
мые сходятся второй раз на окруж- 
ности, и пополняет доказательство Прокла, описывая из точки А 
радиусом КА, меньшим чем АС, окружность 42 М, пересекающую 


Е 


Я 


8?) А. ае 2Со!+, Рипари 4еПа едцаШа ае! ро!еош, МЙапо, 1883. 

83) Ю. ае Рао|!1з, Еешепи 41 Сеотефа, Тонпо, 1883. 

84) О. $1012, Уойезипоеп йБег аПзетете АгЁпшейск, Егар- 
215, 1855, стр. 75.—Мопа{зпеНе аег Ма ет. ипа Рвуч, т. 5 (1894), 
стр. . 

85) К11 11 пд, Ей! авгипе ш Фе Огип@ареп ег Сеоте@е, Ра- 
4егрогп, 1898, стр. 23. 

86) См. прим. 67. 
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прямые АВС и АРС уже в двух не совпадающих точках 
№ ©, и повторяя те же рассуждения для окружности АСМ 
(черт. 4). 

Здесь аксиома, на которой основывается доказательство, за- 
рыта довольно глубоко. Мы имеем пересечение с окружностью 
в двух точках прямой, проходящей через центр, и утверждение 
необходимости существования не совпадающих точек пересечения 

№ и О на двух одинаковых рас- 

стояниях. 
Отметим, что в ХУП в. эта 
аксиома пополняется другими. Пе 
Схоутену, мало сказать, что две 
прямые не заключают простран- 
< | > Е ства, необходимо ещё указать, что 
А < Е | они не имеют общего отрезка; в 
самом деле, линии, заключающие 
и не заключающие пространства, 
можно мыслить и с общим отрез- 
ком и без него. Далее, вместо 
общего отрезка можно взять и 
общую точку. Поскольку из акси- 
омы 9 ещё ие следует, заключают 
ли эти прямые пространство, или 
нет, то Схоутен выдвигает ещё одну аксиому: две прямые, сходя- 
щиеся в одной точке, необходимо должны в этой точке пересе- 

каться. 

29. Первое предложение Евклида. Против первого предло- 
жения «Начал» высказывались очень многие. Возражали против 
самоЯ конструкции доказательства, относя его к типу «это так», 
т. е. признавая его не объясняющим, каким образом доказы- 
ваемое свойство вытекает из существенных свойств объекта, к 
которому оно относится и с которым имеет дело определение. 
Конечно, разделение доказательств на два типа: «это так» (574) 
и «потому что» (80х/) является чисто схоластическим 87). Эта 
классификация идёт от арабского схоластика Аль-Фараби. В чисто 
схоластических рассуждениях находим образцы доказательств 
т0 бют, Такого рода критика доказательств ведётся и в ХУ в., 


Черт. 4. 


87) Исходный пункт у Аристотеля. Аг! з+о{1е|!ез, Апа]уЧса 
Роз{енога, кн. 1, стр. 9, кн. 2, стр. 12, 13. О доказательстве 
бт, — дидти. —1еНеп, 1.051, ч. [У, $ 36, стр. 805, 1920.—А | 1агаБь, 
Ое Аг/1зюпе рийозорШае в Вешйсе гиг ЧезсШсЩе 4ег РЫЙозорШе 
4ез М\еаЦегз, т. 4, тетр. 2—3. Мапеег, 1901. — Отефгу св, 
АНага!$ рЬ!озорМа, Гисо4итр, 1892, против 0%. — Ау1сеппа, 
Ге Меаарпуз К... уоп Нойв, [ерах, 1909. — Реиззеп, СезсН- 
сще Аег РиЙозорШе, т. 2, стр. 407. — Ргап+{1, СезсШсщМе 4ег 
Го ш Арепапае, т. П, стр. 366, 1863—1870. 
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причём б0% тогда обращается в естественное доказательство, 
а 51, — в неестественное. В ХУШ в. это требование обращается 
в требование, чтобы доказательство развёртывалось по тому пути, 
по которому шло открытие доказываемой истины. 

30. Пересекаемость окружностей. Некоторые обоснованно 
замечали, что у Евклида остаётся недоказанной пересекаемость 
двух окружностей. Комментаторы находили выход во введении 
дополнительной аксиомы о том, что если окружность С имеет 
точку внутри окружности С’, то она должна пересекаться с этой 
последней. Неполнота доказательства первого предложения у 
Евклида вполне сознавалась Х. Вольфом, но вряд ли можно со- 
гласиться с убедительной силой делаемых им добавлений, не го- 
воря уже о том, что аксиоматическая конструкция остаётся у 
него совершенно невыясненной. 

При доказательстве рассматриваемого предложения Евклид 
просто обращается к интуцции, что он, между прочим, делает и 
в других местах, например, в предложении 12, где ему прихо- 
дится описывать из точки окружность радиусом, большим рас- 
стояния до некоторой прямой, и утверждать, что эта прямая 
пересечётся в двух точках с проведённой окружностью. При 
строгом доказательстве предложений подобного рода мы должны 
были бы в той или другой форме использовать аксиомы непре- 
рывности. 

Наиболее простым является вывод, приводимый Энриквесом 
и основанный на аксиоме Дедекинда: 

Если все точки отрезка АВ делятся на два класса Х и Г, 
причём все точки класса Х, к которому принадлежит и А, пред- 
шествуют всем точкам класса У, к которому принадлежит В, то 
существует искоторая точка С, производящая сечение отрезка, 
определяемое обоими классами Х и У, причём все точки класса 
Х по крайней мере не следуют за точкой С, а все точки класса 
У по крайней мере не предшествуют ей. 

31. Составные части античного доказательства. Полуин- 
туитивный характер античных геометрических доказательств вы- 
является в античном разделении доказательства: в этом расчле- 
нении только один член относится к логической операции, все 
другие относятся к словесной форме или к чертежу. 

1) Поотаосж, Ргоро$ю0 — предложение. 

Это в задаче данное и искомое, в теореме — данное или 
предположенное и то, что следует доказать. На современном 
языке мы выразимся так: это формулировка задачи или теоремы. 

2) 'Ехсок, Ехрозюо — изложение — то, о чём говорится в 
общем виде, прилагается к фактически выполненному чертежу. 

Мы скажем теперь: это введение в ход доказательств чертежа, 
для формулировки данных. 

3) любов, РаегиитаНо — определение; в нём ставится перед 
глазами искомое; мы имеем формулировку по чертежу иско- 
мого. 
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4) катасхгот, Сопз\гисЧо — построение; указание, что следует 
делать. 

Здесь разумеется введение в чертёж вспомогательных линий. 

5) ’'Алобек, ОетопзгаНо — доказательство в собственном 
смысле. 

6) Холл: @асва, Сопс1из10 — заключение, состоящее в объявле- 
нии о Том, что доказано, и что задача разрешена. 

Мы приводим, по Камереру, расчленение доказательств пер- 
вого предложения «Начал» Евклида, представляющего задачу о 
построении на данном отрезке АВ равностороннего треуголь- 
ника АВС. 

Ртороз!ю. На данной прямой построить равносторонний 
треугольник. 

Ехроз о. Пусть дана ограниченная прямая АВ. 

Оеегийпа{о. Требуется на АВ построить равносторонний 
треугольник. 

СопзисНо. Из центра А раствором АВ опишем круг ВСР 
{постулат 3), затем из центра В раствором ВА описываем круг 
АСЕ (постулат 3) и от точки С, в которой эти круги пересе- 
каются, проведём прямые СА, СВ. 

Петопзга{о. Так как точка А есть центр ВСО, то АС рав- 
но АВ; далее, так как точка В — центр круга АСЕ, то ВС 
равна ВА. 

Но было доказано, что и СА равна АВ; значит, каждая из 
прямых СА, СВ равна АВ; но равные одному и тому же равны 
и между собой, значит, и СА равна СВ; значит, три прямые СА, 
АВ, ВС равны между собой. Следовательно, треугольник АВС 
равносторонний и построен он на ограниченной прямой. 

Сопс1и$10. Значит, на данной ограниченной прямой АВ по- 
строен равносторонний треугольник АВС, что и требовалось 
сделать. 

В дальнейшем схема эта значительно упрощается. 

Херигон различает в теореме только: 

1) Изложение условий и объяснение искомого. 

2) Приготовление к доказательству, которое не всегда, но 
большей частью необходимо. 

3) Доказательство того, что то свойство, которое требуется, 
присуще тому, что предлагается. 

32. Теорема и проблема. У Евклида нет термина теорема, 
под названием «предложение» стоят как теоремы, так и то, что 
мы сейчас назвали бы задачами на построение. Но для Евклида 
это больше чем задачи на построение; это доказательство суще- 
ствования. Оно играет такую же роль, как у нас, например, 
доказательство существования интеграла от непрерывной функ- 
ции, и поэтому входит в цепь следующих друг за другом пред- 
ложений. 

Интересно, что в ХУП в. Херигон определяет проблему так, 
как её Евклид не определил бы: 
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«Проблема, если что-либо предлагается сделать (т. е. 
построить) или узнать». 

Проблемы второго рода таковы: найти площадь треугольника, 
найти длину окружности, найти объём пирамиды, объём или 
поверхность шара. У Евклида таких проблем нет. Но они 
существуют у Архимеда, хотя и не стоят под таким на- 
званием. 

Между Евклидом и Архимедом существует глубокое разли- 
чие. Евклид принадлежит больше старому; он сообщает старое, 
его отделывает и продолжает итти в старом паправлении. Архимед 
открывает новые пути в совершенно новом направлении. 

Интересно отметить положение Херигона: проблема нуж- 
дается в тзореме для доказательства (т. е. своего обоснова- 
ния) и тгорема нуждаеття в пробл?ме для приготовления 
(т. е. для вспомогательного построения). 

В это время уже сознаётся необходимость оправдания ев- 
клидовых определений. " 

Термины ‹королларий» (следствие), «лемма», «схолия> больше 
употребляются комментаторами Евклида, чем самим Евклидом. 
В первых пяти книгах лемм нет, но они появляются в шестой; 
особенно их много в книге Х. Наше «следствие» появляется у 
Евклида под термином «поризм» (буквально «то, что добыто»); 
таково, например, заключение к предложению 1 книги Ш, быв- 
шее, повидимому, до Евклида самостоятельным пргдложением, 
поскольку ссылки на это предложение как раз имеют в виду 
этот «поризм>. 

Королларий —это непосредственно вытекающег из теоремы 
следствие. Лемма — положение с кратким доказательством, иг- 
рающее только служебную роль при доказательстве теоремы — 
по Аристотелю предпосылка силлогизма. 

Схолия — это разъяснение к теореме, имеющее целью устра- 
нить недоразумение, могущее возникнуть при неправильном по- 
нимании ез формулировки или каких-либо пунктов в доказа- 
тельстве. 

Если применить эту терминологию к книге [| «Начал», то к 
проблемам следует отнести предложения 1, 2, 3, 9, 10, Ш, 12, 
22, 23, 31, 42, 44, 45, 46. 

К 2горемам: 4, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 15, 17, 18, 19, 20, 24, 45, 
20, 27, 23, 29, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 47, 48. 

К л2имам: Т, 31, 48. 

Того же, что следует называть схолиями, в кииге Гу Ев- 
клида совершенно лет. 

33. Второе и третье предложения. Эти два предложения для 
тех, кто не понял смысл постулата 3, представляют большую за- 
гадку. Мы просто предлагаем отрезок ВС переносить на прямую 
соответствующим раскрытием циркуля. 

Но Евклид этой операции не признаёт; для него дозволенной 
операцией является только та, которая устанавливается правильно 
понимаемым третьим постулатом (см. комментарий 20). Он его и 


17 ввклид 
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употребляет в предложении 3: описывает окружность из конца 
прямой радиусом, равным этой прямой. 

Конечно, принимая за дозволенные операции только те, ко- 
торые признавал сам Евклид, следует согласиться с Проклом, ко- 
торому наш способ представляется недозволенным. 

Описание из А круга радиусом ВС предполагает предложе- 
ние 2, т. е. перенос этого отрезка на некоторую прямую, про- 
ходящую через А. 

34. Четвёртое предложение. Это первый случай равенства 
треугольников. 

Доказательство Евклида отличается от современного только 
тем, что он, утверждая совпадение ВС с ЕЁ при наложении, 
основывается на аксиоме 9, т. е. на том, что две прямые не со- 
держаг пространства, а мы основываемся на том, что через две 
точки можно провести только одну прямую, т. е. на аксиома- 
тизированном и слитом с аксиомой 9 постулате 1. 

35. Метод наложения 88). Если согласиться с тем, что Евклид 
мыслил геометрические фигуры существующими лишь с момента, 
как они оказывались‘ построенными, то является вопрос, пра- 
вильно ли понимают его метод наложения. Мыслился ли при 
операции наложения идеальный треугольник, переносимый с од- 
ного места на другое для совмещения со вторым? Не мыслился 
ли Евклидом этот перенос в смысле построения в другом месте 
треугольника, одинакового с данным? 

На это как будто указывает то, что книга [ начинается с 
изложения способа переноса отрезка. Что касается переноса 
угла, то, вероятно, операция описания из вершины А’ угла В’А’С” 
окружности радиусом А’В’, перенос А’В’в АВ и засекание дуги 
ВС окружности радиусом ВС = В’С” представляется очевидным 
решением задачи. То, что строгое обоснование этой операции 
основывается на 3-м случае равенства треугольников, раньше не 
замечалось, и предложение 23 должно быть отнесено к поздней- 
шему времени. 

.Во всяком случае все комментаторы понимали наложение в 
нашем смысле и обнаруживали тенденцию пользоваться им ши- 
ре, чем делал это Евклид. 

Прокл даёт следующее доказательство предложения 5 книги |. 

Если в треугольнике АВС стороны АВ и СВ равны, то бе- 
рём треугольники АВС и СВА: в них равны основания АС и 
СА и боковые стороны АВ = СВ и ВС = ВА; следовательно, по 
третьему случаю равенства треугольников будут равны и углы 
при основании, т. е. ДА ДС, а ДС = ДА. 

Рационалисты ХУИ в. настроены несочувственно к методу 
наложения. Этот метод, по их мнению, убеждает с помощью об- 
рашения к чувствам, а не к чистому разуму, который только 


8) Д. Мордухай -Болтовской, Метод наложения, М.- 
тематическое образование. 
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один является судьёй. Первый случай равенства треугольников 
доставляет им много хлопот. Мы видим ряд попыток замены 
обычного доказательства наложением другим без этой «механи- 
ческой операции», столь противной духу рационалистической 
мысли. 

Томас Симпсон 89) относит первый случай равенства к акси- 
омам совершенно так, как в настоящее время Гильберт. 

36. Евклид и Лежандр. Форономическая геометрия. Какой ме- 
таморфозе подверглись взгляды на математическое доказатель- 
ство от Евклида до настоящего времени, можно видеть, анализи- 
руя Евклида, Лежандра и наши современные учебники, которые 
восходят к этим авторам. 

То, что Лежандр считает доказательством, не могло быть 
признано за доказательство Евклидом; с другой стороны, Ле- 
жандр не мог начать свои элементы с построения равносторон- 
него треугольника, как это.делает Евклид. 

Не следует думать, что Лежандр в своих «упрощённылх» 
доказательствах додумывается до более простых доказательств, 
которые ускользнули от Евклида. Евклид, может быть, и знал 
эти доказательства, но отвергал их как негодные, как находя- 
щиеся в решительном противоречии с его взглядами на доказа- 
тельство. Почему бы ему не поступать так, как поступает Лежандр 
при доказательстве основного свойства равнобедренного тре- 
угольника, состоящего в том, что углы, противолежащие равным 
сторонам, равны? Ведь, кажется, нет ничего проще, как соединить 
середину 2 стороны ВС с вершиной А и доказать на основа- 
нии третьего случая конгруэнтности равенство треугольников 
АВР и АБС. 

Между тем, Евклид даёт другое, более сложное доказатель- 
ство 1.5 (так называемое е!еха). 

Это потому, что Евклид признавал существование только 
тех объектов, которые могут быть построены. Он потребовал 
бы от Лежандра указания способа построения точки О середины 
ВС. Но построение это (предложение 10 книги |) основывается 
на предложении 9 о делении угла на две равные части, послед- 
нее же на третьем случае конгруэнтности треугольников (пред- 
ложение 8), а третий случай конгруэнтности доказывается от 
противного на основании предложения 7, утверждающего, что 
если мы соединим концы основания АВ (черт. 5) с двумя точ- 
ками Си О, лежащими по одну сторону прямой АВ, то рассто- 
яния СА и СВ точки С от концов основания АВ не могут быть 
равны соответственно расстояниям А и ОВ от тех же концов. 

Употребление движения носит у Евклида случайный харак- 
тер: его геометрия по своему типу является скорее конструк- 
тивной. Правда, он не определяет вместе с Манзионом понятия 
«равных» фигур как «одинаково построенных», но первые три 
его постулата и их применение для переноса отрезка несколько 


89) См. прим. 68. 
17* 
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сближают геометрию Евклида с штейнеровскими построениями 
при помощи линейки и неподвижного круга с отмеченным цен- 
тром, когда равенство отрезков устанавливается не путём пере- 
носа их с помощью циркуля (операция, являющаяся у Евклида 
недозволенной), а при помощи целого ряда операций. 

В основанной на идее движения форономической геометрии мы 
постулируем возможность любого переноса в пространстве фи- 
гур без изменения их элементов — взаимных расстояний различ- 
ных их точек и углов, образуемых их прямыми. В отличие от 
практической (физической) геометрии, где идея переноса отрезка 
является основным принципом всякого измерения, в идеальной 

геометрии перенос фигуры А на 
С фигуру В совершается лишь для 
того, чтобы помочь уму увидеть, 
что части 4 тождественны частям 
В. Если фигура А является чисто 
/ Л) идеальной, то таковым же будет 
и самый перенос. Если идеальная 
фигура А изменяется при идеаль- 
ном переносе, то она уже не А, а 
какое-то третье С, которым уже 

не следует заниматься. 
р 1: Такого же взгляда на геомет- 
Черт. 5. рию Евклида как на геометрию 
конструктивного типа придержи- 
вается и Цейтен, считающий, 
что евклидову конструктивизму предшествовал идеализм Платона. 
Платоники утверждали, говорит Цейтен, что треугольник суще- 
ствует 00 построения его. Менехм же, очевидно, должен был 
доказывать, что в реальном существовании этого треугольника 
мы убеждаемся, лишь построив его и доказав при этом, что 
это построение действительно приводит к поставленной‘ нами 
цели. Именно так и поступает Евклид: не довольствуясь опреде- 
лением равностороннего треугольника, он, прежде чем начать им 
пользоваться, убеждается в его реальном существовании, построив 
такой треугольник в предложении | своей | книги и доказав 

правильность произвед$нного построения. 

В случае отказа от метода наложения приходится вводить 
в систему аксиом таког неочевидное положение, как, например, 
гильбертова аксиома 1, представляющая по существу второй 
случай равенства треугольников. - 

Другой путь развития геометрии, при котором сохраняется 
та же убедительность изложения, что иу Евклида, но, кроме того, 
выявляются аксиоматическая структура и система, есть путь $0- 
рономический. При следовании по этому пути основой является 
понятие о движении, причём выставляется система аксиом, опре- 
деляющих движение согласно данным интуиции. 

В таком случае конгруэнция, или равенство (в современном 
смысле этого слова), определяется как совпадение при наложении 
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сравниваемых фигур, которые предполагаются определённым об- 
разом передвигающимися. Хотя Евклид и пользуэтся движением 
при доказательстве первого случая равенства треугольников, но 
в дальнейшем он определённо его избегагт, предпочитая другие 
случаи равенства треугольников доказывать иными путями. Я 
думаю, что его доказательство предложения 4 следует рассма- 
тривать как наследство какого-нибудь из его предшественников, 
от которого он не может освободиться. Мы уже имели случай 
отметить, что генетические определения форономического харак- 
тера являются более древними, чем определения, производимые 
по аристотелевскому рецепту рег вепиз её аШегепНам зрэсШсат 
(через род и видообразующее отличие). 

Среди сторонников форономичесхой трактовки геометрии 
следует назвать Гельмгольца 90), для которого подход к основам 
геометрии имел не методическое, а скорее философское значение, 
Софуса Ли, рассматривавшего движение как группу преобразо- 
ваний, при которых сохраняются инвариантными некоторые вы- 
ражения, зависящие от координат двух точек (расстояния). В 
числе учебников геометрии, построенных по форономическому 
принципу, надо упомянуть Мэрея, Бореля и Бурле 91); оба пос- 
ледних проводят в жизнь требования известной Меранской про- 
граммы. 

37. Двумерный Евклид. Евклид, доказывая первый случай 
равенства трэугольников (предложение 4`, должен выводить тре- 
угольник в трёхм”рное прогтранотво в том случае, когда 
имеются симметричные треугольники. 

Действительно, если даны треугольники АВСи А’В’С' (черт. 6), 
то, двигая по плоскости треугольник АВС, можно его привести 
только в положение 4’”В’’С’, совмещение же получается лишь в 
результате вращения около А’С’, причём треугольник выводится 
из плоскости. 

Можно ли так переработать «Начала» Евклида, чтобы этой 
операции не было? Бонеизен 9') показывает, что такая пергработка 
возможна. 

Для этого нужно только итти в следующем порядке: 

1) доказать равенство треугольников с одинаково располо- 
женными элементами, 


90) Не! шВо1+2, Цеьзг @е Таёзаспе @е 4ег Чеотеше 2и Огипае 
Небеп. Об то. Масрг., 1808, стр. 193.—В. Каган, Основания 
геометрии, Одесса, 1905, т. 2. 

91) Мегау, Монуеаих 616 те ае Оаботёше, 1874, 3 6в4.,'1905.— 
Воге!, Овошёше, Рашз, 1905. На русском языке: Борель- 
Штеккель, Элементарная математика, Геометрия (там же о 
Меранской программе), Москва, 1923. — Воиг1еф, Соигз аргесбё 
ае аботёте, 2 64., Райз, 1907. 

92) Вопепзеп, Му{ Т1азкий фог МаетайК. — ВагБаг!т, 


Зиг 1а оботе ме 4ез &тез р]апез. Ргосё46$-уегроаих 4е звапсез 4е 
1а 50с. 4. зс. РВ. её па+., Вогаеаих, 1901. 
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2) доказать лемму Лакруа 0б отрезках, отсекаемых на двух 
прямых параллельными, 

3) доказать пропорциональность сторон в треугольниках © 
равными углами и не одинаково расположенными элементами, 

4) изложить теорию измерения прямоугольников и треуголь- 
НИКОВ, 

5) доказать теорему Пифагора по методу Евклида, 

6) на основании теоремы Пифагора доказать, что в равно- 
бедренном треугольнике высота, опущенная на основание, будет 
вместе с тем и медианой, так что основание разделится пополам, 
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Черт. 6. 


7) доказать, что в равнобедренном треугольнике углы при 
основании равны, 

8) свести доказательство равенства Л АВС и АА’В’С’ к 
равенству прямоугольных треугольников ЛАВОС и А В’О’С’ 
(где / В = ДВ’, ВС = В'С'и ДАРВ= А А’Р’В’, при рВ =Б’В'’ 
и 42= А’[’ (черт. 6) на том основании, что В’О’С’ можем ва- 
менить ему симметричным С’О’В”, в котором В’С’ = В"С’ и 
/В= ХВ" и уже в силу 1) равным ВСР. 

Точно таким же образом 4’В’О”’ можем заменить его сим- 
метричным В”Д’А’, тоже равным ему, так как равенство гипоте- 
нуз сейчас же выводится на основании теоремы Пифагора. 

Что касается пункта 7 (т. е. предложения 5 Евклида), то 
доказательство его ведётся только с помощью теоремы Пифагора. 

38. Происхождение апагогического доказательства. Евклид 
широко пользуется так называемым приведением к абсурду, 
иначе говоря, апагогическим доказательством, состоящим в том, 
что положение 4 доказывается опровержением противного (не 4) 
с помощью вывода из последнего невозможного следствия. 

Начало апагогического доказательства, вероятно, относится 
к элейской философской школе; оно приобретает особое значе- 
ние у софистов. 

Античная математика не столько заботится о системе гео- 
метрии — изложении каких-либо причин или общих свойств про- 
странства, из которых вытекают свойства геометрических 
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фигур, — сколько старается убедить читателя в истинности подме- 
чаемых свойств. Математик эпохи Платона — Евклида террори- 
зирован софистами: он каждую минуту боится попасть в 
расставленные последними силки и строит укрепления против напа- 
дений по всем правилам ими же самими выработанного искусства. 
Вот для доказательства первого предложения геометр начал 
вычерчивать круги и проводить прямые. Софист возражает, что 
это не всегда можно сделать, что циркуль или линейка могут не 
оказаться в руках, а тогда теорему уже нельзя будет доказать. 
В самом ходе доказательства он будет придираться к самым, 
казалось бы, бесспорным и простым истинам, будет утверждать 
субъективность понятия очевидного (что очевидно для одного, 
может не быть очевидным для другого) и т. д. Поэтому геометр 
должен прежде всего заставить согласиться со своими аксиомами 
и постулатами, причём для этого, конечно, желательно, по воз- 
можности, сократить их число; необходимость же этого сокра- 
щения, ведущая к ограничению свободы выбора логических пу- 
тей для доказательства теорем, заставляет наряду с прямыми 
применять и косвенные апагогические доказательства. 

Прямое доказательство всегда считалось лучше косвенного. 

Аристотель 33) — только довольно робко — выдвигает пре- 
имущества прямого доказательства перед апагогическим. 

По его мнению, более согласны с природой выводы, в кото- 
рых мы от включения или выключения из класса В переходим 
к включению или выключению из класса С, объемлющего В. 
«Положение «ни одно А не есть С» первее, чем ‹ни одно А не 
есть В» —мы в нём ближе подымаемся к принципам». 

В апагогическом доказательстве порядок обратный: 

Следует доказать, что А не есть В. 

Предполагаем, что некоторые А суть В. Все В суть С. За- 
ключаем: некоторые А суть С, что неверно, и поэтому ни одно 
А не есть В. 

Но по Аристотелю всё-таки и в этом случае тем или иным 
путём достигается цель науки, а именно, построение связи 
между вещами и общими положениями, выставляемыми в начале 
науки. 

Заметим, что его аргументы, уже совершенно не гармони- 
рующие.с настроением умов ХУГи ХУП вв., в эту эпоху не 
повторяются. 

Крайняя неприязнь рационалистов ХУП в. к апагогическим 
доказательствам вытекает из их общего мировоззрения, стараю- 
щегося всё многообразие вселенной вывести из одного мирового 
принципа с помощью постепенного ряда ограничений, сози- 
дающих мир как логическое следствне из простых и легко фор- 
мулируемых, как теоремы геометрии, положений. В глазах рацио- 
налиста вся вселенная представляется как ряд взаимоотноше- 


93) Аг1зто{е|ез, Апа[уйса Розепога, кн. |, гл. 26. 
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пий, вытекающих из небольшого числа аксиом, относящихся к 
простейшим отношениям. 

Комментатор «Начал» Евклида этой эпохи занят выпрямле- 
нием евклидовых апагогических доказательств, что достигается вве- 
дением явно или неявно повых аксиом. 

В выпрямленные Озанамом 34) доказательства книги Ш «Начал» 
входит в скрытом виде теория пределов. Вообще исчисление 
бесконечно малых в совокупности аксиом, на которых оно 
основывается, является систем‹й  выпрямленных доказа- 
тельств, замечяющих более сложный апагогический метод ис- 
черпывания. 

В ХУТ в. нападки на апагогическое доказательство ведут- 
ся, но с ним легче мирятся. В ХУ] в. Савиль 95} возражает Ио- 
сифу Скалигеру на его пападки против апагогического доказа- 
тельства, объявляя, что оно разно прямому в отношении истин- 
ности и необходимости, но ниже в отношении происхожде- 
ния 96). 

39. Седьмое и восьмое предложения. Сельмое предложение 
у Евклида носит характер леммы, необходимой только для до- 
казательства положения 8. 

Но из него сейчас же выводится, что две окружности не 
могут пересскаться более чем в двух точках. 

Х. Вольф 97) не пользуется евклидовской леммой, а в своих эле- 
ментах геометрии выводит третий случай равенства треугольни- 
ков из этого последнего положения. 

Вывод третьего случая равенства треугольников из единст- 
венности построения треугольника по трём сторонам находится 
и в некоторых современных немецхих учебниках. 

Лежандр, как и Евклид, доказывает это Положение апагоги- 
чески, но доказательство у Лежандра другое. 

Лежандр начипает с положения: «Если две стороны одного 
треугольника равны соответственно двум сторонам другого и 
если в то же время угол между первыми более угла, заключзн- 
ного между вторыми, то третья сторона первого будет больше 
третьей стороны второго». 

Это 24 теорема | книги «Начал» Евклида, т. е. весьма отда- 
лённая от начала теорема, которая доказывается на основании 
третьего случая конгруэнтности треугольников. 

Для доказательства того, что при 


АС =РОА, АВ=СН и /ВАС> Д ЕСН, 
имеем: ВС > ЕН (черт. 7), Лежандр откладывает Д САБ = / ЕОН, 


== -—- 


94) Огапаш, Соцгз аез МайётаНаиез, Райз, 1720. 

95) Зау! 11ц$, Рга@месюпез, кн. 10, стр. 170, 196. 

96) НаиБег, СшгезотаЧа Сеотмеса, Ти пееп, 1822. 

97) СВ. \Мо1ЁЕиз, Афапезогипае аПег ша{петайзсвег \]5- 
сепсспаКеп, 1750. 
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затем на нём прямую АД —НС и строит Л САБ, равный А ЕОН 
(на основании первого случая равенства). 
Он проводит биссектрису АЕ угла ВАР, соединяет Ес О 
и доказывает равенство Л ВАЕ и Л ЕАО, так как: Ср < ЕВ-- 
-- ЕС, то СО < ВЕ-- ЕС, затем СО < ВС и, наконец, ЕН < ВС. 
Эта теорема сейчас 
же даёт возможность вы- 


вести апагогически тре- В 

тий случай конгруэнт- 

ности. у ) р ид 
Такое доказатель- 

ство, конечно, не может 

быть принято Евклидом, 

ибо построение биссек- 

трисы не является и?- 

вестным. у 
Совершенно в антич- / Г @ Е 


ном духе доказательство 
приложением (приписы- Черт. 7. 
ваемое Филону} и вошед- 
шее во многие учебники. 

Оно состоит в том, что треугольник ДЕР (перевёрнутый} 
прилагается так к АВС (черт. 8), что сторона ЕЁ оказывается 
на стороне ВС и тоеугольник ЕЮР в положении ВСО. Точка А. 


@ Черт. 8. 


соединяется прямой с С и на основании предложения 5 доказы- 
вается, что в Л АВ и Л АСС углы при А и С соответственно- 
равны, откуда заключается, что 


/ ВАС= И ВСС = Д ЕБЕ, 


и третий случай конгруэнтности треугольников сводится к пер- 
вому случаю. 
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Арнольдианский порядок, о котором мы ниже будем гово- 
рить, приводит к доказательству третьего случая равенства тре- 
угольников на основании свойств хорд окружности. 

Если внутри окружности (с центром в С) взять точку А 
(черт. 9), то кратчайшей линией, проходящей через А и соеди- 
няющей её с окружностью, будет та, продолжение которой про- 


[4 


Черт. 9. 


холит через центр С; наибольшей же будет та АН, на которой 
лежит центр С, и линия АЕ тем больше, чем она меньше накло- 
нена к АН. 

Для доказательства наложимости 426 на АВС в случае 
АС —= ас, АВ = а8, ВС —=65с поступаем так: са накладываем на 
СА и доказываем, что ар пойдёт по АВ. В самом деле, она не 
могла бы пойти ни по АР, ни по АД, так как в первом случае аф была 

бы меньше, а во втором боль- 

ше чем АВ. 
Е 49. Деление угла попо- 
А лам. Почему Евклид не упо- 
требляет наш способ, состоя- 
щий в том, что из А (по по- 
стулату 3) описывается окруж- 
Я й ность ДЕ, затем из точек Ди 
Черт. 10, Е описываются окружности 
равных радиусов, пересекаю- 
щиеся в А, а полученная точ- 

ка К соединяется прямой с А (черт. 10). 

Это построение опирается на тот же третий случай конгру- 
энтности треугольников. 

Я напомню, что постулат 3 понимается в смысле возмож- 
ности описания круга из данпой точки О радиусом, равным. от- 
резку ДЕ, проходящему через эту точку. 

Если бы Евклид описывал, как мы, из 0) круг какого угодно 
радиуса, то ему необходим был бы перенос его в Е — операция, 
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достижимая с помощью предложения 2, но значительно ослож- 
няющая построение. 

Следует отметить, что евклидово построение допускает два 
решения: треугольник может быть построен по различные сто- 
роны РА. 

41. Трисекция угла 38). Тремя знаменитыми классическими 
проблемами являются следующие: 

1) Построение стороны квадрата, равновеликого данному 
кругу (квадратура круга). 

2) Построение куба, равновеликого удвоенному данному кубу 
(Делийская проблема). 

3) Деление угла на три равные части. 

Все эти задачи, как было доказано лишь в ХХ в., нераз- 
решимы с помощью циркуля и линейки. 


Черт. 11. 


Вслед за предложением 9 естественно ожидать другое, если 
не о делении угла на п равных частей, то о делении на 3, 4, 5, 
7 частей. Правда, такое предложение являлось бы неиспользован- 
ным для основной цели «Начал», — для построения платоновых тел; 
Евклида эта проблема, возможно, и не особенно интересовала. 
Но в дальнейшем, с приобретением геометрией большего прак- 
тического значения, задача эта могла явиться не только предме- 
том пустого математического спорта. 

Практические методы трисекции, основанные на введении не- 
дозволенных у Евклида операций с линейкой или на свойствах 
шарнирных механизмов, изобретаются главным образом в сравни- 
тельно недавнее время, примерно в ХУЙ столетии. 

Наиболее простой приём состоит в употреблении линейки 
с масштабом ММР (черт. 11), на которой откладывается отрезок 
РМ, равный радиусу г —= ОМ — окружности, описанной из вер- 
шины О того угла МОА, который мы желаем разделить на три 
части. Будем двигать линейку ММ№Р так, чтобы точка Р сколь- 


98) См. прим. 958 и 49. 
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зила по продолжению стороны ОД, а сама линейка всё время 
проходила бы через точку М. Точка № в некоторый момент ока- 
жется на окружности А/ММ; тогда угол МРО, как нетрудно ви- 
деть, и будет искомый, равный одной трети угла МОА. Дейст- 
вительно, по свойству равнобедренного треугольника угол МОР 
будет равен углу МРО —= а; далее, угол ММО, как внешний по 
огношению к трэзугольнику №РО, будет равен сумме углов Р и О, 
т. е. 24; затем в треугольнике ОММ угол М==2а будет равен 
углу М и, наконец, угол АОМ, внешний по отношению к тре- 
угольнику ОМР, будет равен сумме углов ОМР и МРО, т. е. 
24 - а = за. 

42. Деление отрезка пополам. Относительно этого постро- 
ения надо сделать то же замечание, что и относительно преды- 
дущего предложения. Тот факт, что Евклид строит на АВ рав- 
носторонний треугольник, находит себе объяснение в правиль- 
ном понимании постулата 3. 

Почему Евклид ставит это построение в зависимость от де- 
ления угла пополам? 

Он мог бы построить с другой стороны равносторонгий тре- 
угольцик А5Е и, соедизив вершины С и Е прямой, получить 
р в точке пересечения этой прямой с АВ. . 

Но по сущест: у построение АВЕ и соединение Ес С пря- 
мой и сводится к делению угла АСВ пополам на основании 
предложения 9; если бы он не ссылался на это построение, то 
ему пришлось бы доказывать равенство треугольников АСЕ и 
АВЕ, как оно уже доказано в предложении 9. 

43. Восстановление перпендикуляра. Ссылка Гейберга на 
предложение 3 (в начале доказательства) является излишней: 
операция отложения отрезков СЁ = СР с помощью описания 
окружности из С, как из центра, входит как составная часть 
в дохазательство предложения 2. Построение равностороннего 
треугольника объясняется опять истинным смыслом постулата 3. 

Из описанного предложения вытекает (интересно, что сам 
Евклид этого не подчёркивает) единственность перпендикуляра, 
который можно восставить к прямой из заданной её точки. 

Некоторые комментаторы старались извлечь из этого предло- 
жения доказательство того, что две прямыг не могут иметь об- 
го отрэзка, и отсюда доказать, что две точки определяют 
одну и только одну прямую. 

Они рассуждали так: если бы одна прямая шла по ВС, дру- 
гая по ВО, то, проведя перпендикуляр ВЕ к АВ, по определению 
прямого угла, мы получили бы, что / ЕВРО = / ЕВС, т. е. часть 
равна целому (Черт. 12). 

На это возражали, что из предложения 11 следует, что су- 
ществует один перпендикуляр не к отрезку АВ, а ко всей пря- 
мой АВС и что можно ожидать для АВС и ОВА различных 
перпендикуляров. 

Конечно, из того, что все прямые углы равны (постулат 4), 
следует, что существует только один перпендикуляр, и обратно — 
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из того, что всего существует только один перпендикуляр, сле- 
дует, что все прямые углы равны. Но Евклиду нужна постро- 
яемость, являющаяся для него критерием существования, и оп 
доказывает здесь существование перпендикуляра в своём смысле. 
Построение Евклида даёт только один перпендикуляр. Весьма 
вероятно, что этот результат формулировалсл так, что сущест- 
вует только один перпен- Е 
дикуляр и что не мысли- 
лась возможность других 
построений, дающих пер- 
пендикуляр. Постулат 4 
о равенстве прямых углов 
должен был явиться поз- 
же, когда возникла эта 
мысль. Но эта мысль 


должна была повести от А т. С 
евклидовой точки зрения 
к  лежандровой 59) — к Черт. 12. 


возможности существо- 

вания какого-нибудь построения и, наконец, к существованию не- 
зависимо от построения, потому что единственность решения 
выводится из единственности существования. 

44. Перпендикуляр в середине отрезка. В современной 
геометрии большую роль играет понятие геометрического места; 
у Евклида этого понятия нет. 

Перпендикуляр в середине С отрезка ДЕ он не рассматри- 
вает как геометрическое место точек, равноотстоящих от О и Е; 
это свойство равноудалённости точек перпендикуляра от О, Е 
ему не приходит в голову, так как он употребляет не наше об- 
щее построение, а своё частное. 

В истории геометрического учебника это свойство перпенд!н- 
куляра в середине отрезка сыграло кардинальную роль. 

Борьба с методом наложения и выработка нового неевкли- 
довского порядка теорем привела к употреблению особой акси- 
омы, выдвинутой впервые Арно. 

Если две точки прямой СЕ равноудалены от О и Е, то 
то же относится и к другим точкам на СЕ). 

45. Арнольдианский порядок геометрии 101). В историн 
геометрического учебника очень большую роль сыграла книга 
знаменитого главы янсенистов и одного из авторов Порт-Роялев- 
ской логики—Арно (Агпац!а). Его книга никогда не служила учебии- 


99) См. прим. 20. 

190) См. прим. 56. , 

101) Арнольдианский порядок в учебниках: Г. ату, Е16 тез 4е 
авотеше, Рай, 1735. — Заиуеицг, абот ие 1Пвог6Наце е рга{- 
Че, Раг!з, 1753. — К1уага, Е! тешз 4ез Ма #петаНацез, Рап5, 

798. 
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ком, но влияние её сказывается на всех долежандровских геометри- 
ческих учебниках, и более того, на известном «Руководстве» 
Остроградского 102), находившегося больше под влиянием ста- 
рых французских учебников, чем Лежандра. 

В арнольдианском порядке изложения равенство треугольни- 
ков как фигур, более сложных, чем углы и параллельные, ото- 
двигается возможно дальше. Следует отметить, что и в некото- 
рых современных учебниках лежандрова типа теория параллельных 
предшествует равенству треугольников. Порядок этот под- 
держивается несколько искусственно с помощью изменения фор- 
мулировки. Остроградский формулирует положение Арно так: 
«Когда Вы встретите на боках двух равных углов ВАС и ДЕР 
части АВи ЕР, АС и ЕЕ соответственно равные, то необходимо 
допустить равенство линий, соединяющих в каждом угле концы 
этих частей». Это (правда, не полное) положение о равенстве 
треугольников (но без употребления термина треугольник). 

С Для проведения всего плана 
Е Арно и приходится принимать 

свою аксиому, которая затем име- 

ет очень интересную историю. 

46. Королларий Симсона. Из 

предложения 13 Симсон 103) вы- 

водит, что прямые не могут иметь 

р р общего отрезка. Если бы одна 

7: прямая шла по ВО, а другая по 

Черт. 13. ВЕ, то так как сумма АВС и 

| СВР, а также АВС и СВЕ равня- 

ются каждая двум прямым, то 

Д АВЕ оказался бы равным /. АВР, 

г. е. часть равной целому (акси- 
ома 8) (черт. 13). 

47. Знак угла. Предложение 
14 интересно в том отношении, 
что здесь впервые приходится 
различать углы с Различных 
сторон. 

Угол здесь является не просто 

Черт. 14. наклонением, но наклонением в ту 
или другую сторону; такие углы 
могут быть равны, но не являются оба одним и тем же углом. 

При введении в геометрию положительных и отрицательных 
величин эти углы приобретают различные знаки и перестают 
быть равными. Порфирий, по свидетельству Прокла, подчёркивая 
ограничение, что углы берутся с противоположных сторон, ука- 
зывал, что теорема не верна, если снять это ограничение. 


162) См. прим. 64: 
103) См. прим. 34. 
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Я ограничиваюсь чертежом, из которого читатель сам легко 
усмотрит построение Порфирия (черт. 14). 

Здесь / АСА-- / АСЕ=2а, но оба угла лежат по одну 
сторону прямой АСВ, и ЕС не составляет продолжения СР. 

48. Обратные теоремы. Обратной теоремой в отношении 
данной называется такая, для которой условие данной служит 
заключением, а заключение является условием. 

Для положения: если есть А, то будет В, обратным будет: 
если есть В, то будет и А. 

Но при задании нескольких условий возможно несколько 
обратных положений. Для положения: если есть Аи В, то будет 
и С, обратными являются: если есть А и С, то будет и В, и если 
есть Ви С, то будет и А. 

Так это и имеет место для предложения 15 о вертикальных 
углах: Прокл 194) доказывает следующее обратное ему предло- 
жение. 

Бели две прямые, сходящиеся к той же точке на третьей 
прямой, образуют с третьей равные углы, взятые с противо- 
положных сторон, то они имеют то же направление, т. е. 
если / АЕС = / ВЕБ, то ОЕ и ЕС образуют одну прямую. 

Пелетье же даёт другое обращение 195). 

Если четыре прямые, исходящие из одной точки, обра- 
зуют равные противоположные углы, то противоположные 
прямые имеют то же направление, т. е. ели / АЕС = / ВЕР 
и / ОЕА = / ВЕС, то РЕ и ЕС, ВЕ и ЕА образуют одну 
прямую. 

49. Теорема Гаубера. Основные логические аксиомы, — 
тождества, противоречия и исключённого третьего, — на которых 
зиждятся силлогизмы, входят наряду с математическими акси- 
омами в логическое построение математики. В ряде умозаклю- 
чений вводятся также и чисто логические теоремы. 

Примером можно выставить доказательство некоторых обрат- 
ных теорем геометрии с помощью теоремы Гаубера 1%), 

Эта теорема состоит в следующем: если установлено не- 
сколько теорем, условия которых 


7 
п, п, м", ... 


обнимают все возможные случаи, а заключения которых с, с’, с”,... 
несовместны, то все обратные теоремы верны: из с вытекает п, 
Из С’-> п’, из С" > п’ ит. д. 

Доказательство. Предположим, что при с не может иметь 
место п: тогда должны иметь место п’, п”, ..., ибо это по усло- 


14) См. прим. 25. 

195) Ре|е{аг{1 из, ш ЕисН4$  зеотеёса детопзаНопит 
НН зех, ГиоЧипь 1557. 

106) РИПе{аегег, ЗспоЦеп 2и ЕисНа$ Еетещеп; тетр. 1, 
Зиоать, 1827, стр. 63. 
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вию нашему единственно возможные гипотезы. Но, если выпол- 
нено п’, то из этого предположения следует с’, так что рядом 
с с имеет место и с’; это жевсилу несовместности си с’ быть 
не может. 

Эта логическая теорема применима к доказательству гео- 
метрических теорем и упрощает их. 

Примером могут служить как раз предложения 18 и 19 
книги | «Начал». 

Условиями являются соотношения сторон: 


АС АБ, АС<АВ, АС=ФАВ; 
заключения: 


ИВИС ИВХиС, ИВ=иС. 


Условия, конечно, единственно возможные. 
Заключения, конечно, несовместны. Поэтому на основании 
теоремы Гаубера сейчас же выводим, что при 


2 р 5 с> 42 АВ, | (предложение 19 книги 1) 


ДВ=И/С-АС— АВ. (предложение 6 книги Г) 


50. Выпрямление доказательства. Предложение 19 очень 
просто доказывается апагогически. Коммеитатозы задавались 
целью дать прямое доказательство. 


И 


Ё 
Черт. 15. 


Оно оказалось довольно сложным. Мы приведём его глав- 
ным образом потому, что в основе его лежит интересная лемма, 
которая используется и в других случаях. 

Если угол ВАС треугольника АВС делится пополам прямой 
АР, которая рассекает противоположную сторону ВС на отрезки 
ВР и ОС, то к меньшему отрезку ВП прилегает меньшая сто- 
рона АВ, а к большему ОС большая АС (черт. 15). 
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Доказывается лемма так: продолжается прямая АД на отре- 
зок ОЕ —= АД и откладывается ОР = ВД. 

Соединяем Ес Р прямой ЕС. 

Нетрудно доказать равенство треугольников АВО и ОЕР 
и равенство углов ВАД и ДЕК; вспомнив, что АД биссек- 
триса, докажем, что Л АЕС равнобедренный и АС = ЦЕ. 

Но АС АС, АЗ =оаЕ> 
> АВ и потому АС > АВ. 

Чтобы доказать с помощью 
этой леммы, что при / АВС 
> / АСВи АСЪ АВ (черт. 16), 
доказывается сначала, что тре- 
угольники ВОДЕ и АДС (если 
Вр =рсС и АР —=рЕ) будут 
равны, затем, чго биссектриса 
ВК угла АВЕ пойдёт внутри 
АВО, так как / ЕВВ = 
= / АСВ < / АВС, и потому 
отрезок АРЁ`›> АР. Отсюда же 
на основании отмеченной выше 
леммы получаем, что 


Е=АС> АВ. Черт. 16. 


Нетрудно апагогически обратить вышеупомянутую лемму, 
т. е. доказать, что если ДО биссектриса угла ВАС, то при 
АВ < АС и ВО < ОС, т. е. к меньшей стороне прилегает мень- 
ший отрезок, к большей стороне — больший. 

51. Прямая как кратчайшая линия между точками. Эту же 
теорему по свидетельству Прокла Герон и Порфирий доказы- 
вают иначе (черт. 17). 

Угол ВАС в треугольнике АВС делится пополам прямой АБ. 

Внешний угол АДВ треугольника РАС больше, чем 

угол ДАС. Но при построении 

я И РАС= / ВАБ, поэтому в 
треугольнике ВАР / АБВ > 
> { ВАР. Но против большего 
угла лежит большая сторона, 
поэтому ВА >> ВО. Так же до- 
казывается, что АС > ОС, по- 
этому окончательно ВА -- АС> 
> ВОД -- ОС = ВС. 


В 7) р, Архимед, а за ним Ле- 
жандр обращают это положе- 
Черт. 17. ние в определение прямой, 


, , которая оказывается кратчай- 
шей линией между двумя точками. 

Многим положение это представлялось совершенно очевид- 
ной истиной. Прокл говорит, что эпикурейские математики счи- 


18 Евклид 
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тали смешным доказывать такое положение, так как его пре- 
красно знает осёл, идущий но прямой линии к сену. 

52. Построение треугольника по трём сторонам. Посгро- 
епие отличается от современного тем, что совершается операция 
предложения 2 — перенос заданных отрезков на прямую. Кроме 
того, не исследуегся условие возможности пересечения проводи- 
мых кругов, которое сводится к тому, что сумма двух заданных 
сторон больше третьей, а разность меньше, хотя в формули- 
ровке предложения об этом упоминается. 

53. Перенос угла. На основании сказанного выше наш 
призм переноса угла для Евклида является неприемлемым. 

Мы описываем окруж- 

р г ность каким-либо радиусом 

из точки С и тем же радиу- 

сом из точки 4. Затем засе- 

каем на окружности дугу 

РО, описанную из точки Ц 

й Е Я @ радиусом ЕЛ, и соединяем 
А прямой с ГР (черт. 18). 

Евклид не считает себя 
в праве делать такой пере- 
нос отрезков. Он должен задать на СЕ и СО какие угодно от- 
резки, так как его построение ие упрощается от того, что бе- 
рутся равные отрезки СЁ и СО, но наоборот, осложняется, так 
как требует переноса СЕ на АС и ЕД на РС. 

Это построение приписывается Энопнду Хиосскому. 

54. Корректив Симсона к двадцать четвёртому предложе- 
нию. Прокл, Кампанус, Командинус 107), а также Р. Симсон от- 
мечают неполноту евклидова доказательства: Евклид рассматри- 
вает только тот случай, когда ВС оказывается внутри угла ДЕР. 
Но может случиться, что ВС упадёт вне ДЕР; тогда чертёж бу- 
дет другой (черг. 19). 

Углы при основании в А ОРО равны; следовательно, / АЕ@ = 
= ДЕ (по предложению 5). Но / ЕРО > / КЕС и потому 
ДЕЕРа> //ЮЕ и тем более / ЕГО > / ЕЦЕ, откуда ЕС = 
—ВС_`> ЕЁ (предложение 19). 

95. Прямое доказательство предложения 25. И здесь, как 
в случае предложения 19, можно дать прямое доказательство, 
что по свидетельству Прокла делает Менелай Александрийский 198). 
Пусть в треугольниках АВС и ДЕК стороны АВ =БЕи АС = 
— ДР. но ВС `> ЕЕ. . 


Черт. 18. 


7) О Кампанусе см. Саптог, \Уойез., т. И. — 
Гатшрег{1, Сощеща ЕисН4!$ Мебагеп$1$ сеоте{Чсогит еетеп- 
{отит НЫЙ ХУ Сатраш СаШ 4гап арий ш еоз4еш соттещайогит 
НЫ: ХУ. РанзН, 1516. О Командинусе см. Саптог, т. И, стр. 553. 
Соп1тапа1 0 ЕисНа1$ еетегогит Нот ХУ, Раз, 1576. 
О Прокле и Р. Симсоне см. прим. 25 и 34. 

103) О Менелае см. Сап{ог, Уойез., т. |. стр. 385. 
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На основании Л АВС откладывается Ва —=ЕЁР, затем стро- 
ится / ВН = / РЕЁи ВН= ЕР (черт. 20). 

Затем проводится АН и НО до пересечения в / со сторо- 
ной АС. 


И р 


Черт. 19. 


Тогда Л РЕР и А ВОН равны, отсюда 
НО =рРЕ= АС, 
Х СНВ == Х ЕБЕ. 


Но НГ На =АС и АСЪА! и поэтому НГ АР вслел- 
ствие чего / [А/7 > /ЛНА. 


р 
7. 
/ 
В Е ГЕ Е 
и 


Черт. 25. 


Ва | 


Прибавляя к обеим частям неравенства Д ВАН — Д ВНа, 
получаем / ВАС >> / ВНаА = ДЕБР. 
Прокл даёт ещз другое доказательство этой теоремы, 


18* 
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Предполагая, что РЕ = АВ, РЕ =: АС, он описывает из то- 
чек О, Е окружности радиусов РА= АС и ЕК=СВ (черт. 21). 

Тогда Л ДАЁЕ будет на- 
шим треугольником Л АВС. 

В ЛАРАЕ и АОСДРЕ 
Д СОБЕ> Г ЕВЕ, но с дру- 
гой стороны, / АРЕ= 
= Д ВАС > / БЕ. 

56. Второй случай кон- 
груэнтности  треугольни- 
ков. Знание равенства тре- 
угольников прл равенстве 
одной стороны и двух 
прилежащих углов Прокл 
со слов Эвдема приписывает 
Фалесу Милетскому. С по- 

Черт. 21. мощью этого свойства Фа- 
лес определял расстояние 
корабля от берега. 

Евклид при доказательстве второго случая конгруэнтности 
тр>угольников не пользуется, как мы, методом наложения, но 
прибегает к апагогическому доказательству. Между тем наш 
приём совершзнно в духе Евклида и вполне соответствует 
доказательству предложения 4. 

Евклид выбрал свой путь потому, что он взял общее поло- 
жение, соединил две теоремы о равенстве треугольников при 
равенстве их оснований и углов при основании, и о равенстве 
треугольников при равенствз оснований, одной пары углов при 
основании и углов, противоположных основаниям. 

Какую роль играла эта вторая часть? 

Она могла заменять теорзму о равенстве двух прямоуголь- 
ных треугольников АВС и РЕГ при равенстве гипогенуз СВ 
и КЕ и пары острых углов. 

У Евклида е$ нет. Мы еб доказываем с помощью теоргмы, 
что из одной точки на прямую можно опустить только один 
перпендикуляр (такой теоргмы у Евклида тоже нет). 

57. Четвёртый случай конгруэнткости треугольников. Чет- 
взртым случаем мы считаем не тот, который выдвигае:ся Евкли- 
дом во второй части предложения 26, а другой, неизвестный 
Евклиду 109). 


199) Объяснение тому странному явлению, что у Евклида нет 
четвёртого случая равеисгва треугольников, а есть ему огве- 
чающий случай подобия (предложение 7 книги УТ), Тропфке на- 
ходит в том, что в книге | Евклид использовал работы Пифа- 
гора, которому этот четвзртый случай не был из естен, ав \У| — 
работы Евдокза, жившего гораздо позже (408—355 до н. э.), 
которому он был уже известен. 
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Если два треугольника АВС и ДЕР имеют по две стороны, 
равные каждая каждой д4В = РЕ, ВС =ЕЁ, и угол АСВ, противо- 
положный большей из равных сторон (АВ >> ВС), равен углу ОРЕ, 
противоположному тоже большей стороне (ОЕ > ЕЁ), то тре- 
угольники будут рзвны. 

Доказательство ведётся апагогически (черт. 22). 

В предположении, что АС›> ОА, откладывается на СА от- 
резок С@ =Д)Е и доказывается, что треугольники ЕДЕ и ВОС 


Я 
| р 
[1 [д Е Е 


Черт. 22. 


равны. Далее, на основании предложения 16 доказывается, что 
ДХ ВОА> /ВС@ и потому / ВАС, равный ДВСОА, больше 
ДХВСА, и на основании предложения 19, что АВ< ВС, что 
противоречит предположению. Так же рассматривается случай, 
когда АС < РЕ. 

Р. Симсон формулирует иначе этот случай равенства тре- 
угольников. Если два треугольника АВС и ДЕР имеют по две 
стороны, равные каждаякаждой АВ = ОЕ, ВС =ЕЕЁ, и угол АСВ, 


В(Е] 


7. у СИЕ) 


Черт. 23. 


нротиволежащий стороне АВ, равен углу О/РЕ, противолежа- 
щему стороне ДЁ, то треугольники будут равпы, если углы 
ВАС и ЕДЕ, противолежащие равным сторонам ВС и СЁ, 
будут или оба острые, или прямые, или тупые. 

Следует отметить, что треугольники, имеющие по две сто- 
роны равные и по равному углу, противолежащему одной 
из равных сторон, могут быть неравными, если не соблюдено 
условие, что равные углы противолежат большей из равных 
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сторон или что другие углы, противолежашие равным сторонам, 
оба острые, или прямые, или тупые. 

С данпыми сторонами СВ =ЕР, ЕР = АВ и углом / АСВ == 
— ДРОГЕ существует не один, а два треугольника ЛСОВи ЛАСВ 
(черт. 23). 

53. Приём Ома 19). Ом употребляет оригинальный приём до- 
казательства этой теоремы. Он накладывае, на ЗЕ РО часть АЕРС, 

перевернув так, что РЕ накла- 

г р дывается па ЕЕ, ЕС идет по 
Е, а АБ по РР (черт. 24). 

Тогда при предположении 

пересекаемости ЕВ и РОРв а 

прямые БА и РС должны тоже 

пересечься в другом напра- 

влении в Н, и мы получим 

д = В две прямые, пересекающиеся 

в двух точках С и Н, что 

от 94 прогивно аксиоме 9 Евклида 

-РТ. =. о двух прямых, заключающих 

пространство. 

В доказательслве Ома имеется фузионистическая идея ис- 
пользования трзхмерного п. остранства, тогда как Евклид пред- 
почитает не пользоваться ею. 

53. Абсолютные теоремы. В истории геометрии постулат 5 
Свклида сыграл особенно важную роль. Тщетность попыток его 
доказательства стимулировала создание неевклидовой геометрин, 
сперва геометрии Лобачевского 111), в которой из данной точки 
можно провести не одну прямую, не пересекающую данную, 
а пучок, заключающийся между двумя прямыми, называемыми 
параллельными, а затем геометрии Римана 112), в которой изъят 
пе только постулат 5, но и 9-я евклидова аксиома. 

Предложения и построения, имеющие место в г еометриях 
Евклида и Лобачевского, называются абсолютными. 

До теорзмы 29 идут положения, не зависящие от аксиомы 
о параллельных. Их можно также признать абсолютными, если 
ввести в некоторые из них известные ограничения. Можно было 
бы перзнести их на сферу, на которой большие круги обладают 
теми же свойствами, что и римановы прямые, но при этом пос- 
тавить условие, что вся фигура заключается в одной полусфере. 

Теоремы о равенстве треугольников в этом смысле являются 
абсолютными георемами; абсолютной же является теорема о том, 


С 


119) Овю, ЕрБепе Каишу/5зепзепаН, 2 АиН., Вега, 1835, 
$ 26, стр. 111. 

11) Н.И. Лобачевский, Полное собрание сочинений, т. 1. 
Сочинения по геометрии, М. — Л., 1946. 

12) Б. Риман, Сочинения, М. — Л. 1948. — Сборник «Об 
основаниях геометрии», Казань, 1895. — Богомолов С., Введе- 
ине в пеевклидову геометрию, М. — Л., 1934. 
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что внешний угол больше внутреннего с ним пе смежного, 
и вытекаюощее отсюда положение о параллельности в случае 
равенства накрестлежащих углов. 

Абсолютными являются построения, относящиеся к прове- 
дению перпендикуляров и к делению угла и отрезка пополам. 

60. Аксиома о параллельных в античное время. В настоя- 
щее время вполне строго доказано, что постулат о не выводится 
из других аксиом. 

Из различных попыток доказательства постулата 5, базиру- 
щихся на ему эквивалентных утверждениях, для нас наиболее 
интересными являются те, которые содержат в себе некоторые 
идеи, получившие развитие в геометрии, и те, которые имеют мето- 
днческое значение, т. е. могут быть положены в основу разли- 
чных школьных методических приёмов изучения параллельных. 

Недостаточно ясные доказательства Прокла и Птолемея, без- 
условно соответствующие ‘упадку античной геометрии, для нас 
мало интересны. О параллельных вовсе не так много в антич- 
ное время размышляли, как это нам теперь кажется. Следует 
обратить внимание на то, что ни Аполлоний 113), ни Архимед 
ничего не оставили, из чего мы могли бы вывести заключение 
об их интересе к этому вопросу. 

Видимо, вопросом этим начали интересоваться только в Г в. 
нашей эры. 

Я думаю, что и Гемина и Нтолемея 114) он интересовал не 
в той степени, как это нам теперь кажется. 

К Посилонию и Гемину относят только новое определение 
параллельных. Из того, что они описывали параллельные как 
прямые равноотстоящие (иначе чем Евклид), ешё вовсе не вы- 
текает, что они давати вместо евклидового другое доказа- 
тельство предложения 39. 

До Прокла остаётся только один Птолемей, давший совершенно 
изудовлетворительное доказательство аксиомы о параллельных. 

Верно только одно, что аксиома о параллельных выступила 
на видное место много позже Евклида, и проблема эта была по- 
ставлена математиками не эпохи расцвета, а эпохи упадка, 
скорее комментаторами, чем оригинальными мыслителями. 

Стремился ли античный комментатор к более строгому обос- 
пованию евклидовых «Начал», я сильно сомпеваюсь. 

61. Потенциальная бесконечность и параллельные. Следует 
сказать несколько слов об интересном доказательстве Валлиса. 

Валлис постулирует возможность существования треуголь- 
пика, подобного данпому, что равносильно, правда в специальной 
форме, постулированию гомогенности пространства. 


13) Об Аполлонини см. Сапфог, Уойез., т. 1, стр. 318. — 
Кере!зспи Ще, пер. Ва!зат, Вейш, 1861, Соса, е4. Нефеть, 
[ер2е, 1891—1893. — Деи{Неп, Пе [епге уоп еп Кеве1зс пе 
{п АЦег!ат, Корепвасеп, 1886. 

114) О Птолемее см. Сапфог, Уойез., т. |, стр. 387. 
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Рассуждение Валлиса 115) заключается в следующем: пусть 
АС и ВО — две прямые, обладающие тем свойством, что углы 
САВ и ОВА, образуемые ими с какой-нибудь секущей АВ, дают 
в сумме величину, меньшую 24; предположим для определён- 
ности, что угол САВ прямой, а ДВА острый (черт. 25). Требуется 
доказать, что прямая ВО обязательно должна пересечь ДС. 

Передвинем прямую ВР параллельно самой себе так, чтобы 
она заняла положение АЁ. Поскольку угол ЁАх равен острому 
углу ОВх, то полупрямая АЁ будет вся целиком заключаться 


С 
Ех 
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№\ 
д С 
% 
х 
х 
Ох 
х 
\ 
\ 
< 
“ 
оотсаянет----- д 6 В 
Черт. 25. 


внутри прямого угла САх и вее точки АБ будут находиться 
слева от АС. Передвинем теперь АЁ чуть-чуть вправо так, 
чтобы точка А перешла бы в положение В и, таким образом, 
оказалась справа от А. Невозможно предполагать, чтобы при 
достаточно малом Аб передвинутая полупрямая АЁ не ‘имела 
бы ни одной точки слева от АС. Но если так, то она, передвину- 
тая в положение бе, обязательно должна пересечь АС в некото- 
рой точке с. Доказавши, таким образом, существование тре- 
угольника А6е, Валлис строит при точке В угол СВА, равный 
углу с6А, и затем па прямой АВ получает треугольник АВС, 
подобный построенному А6с: сторона ВС этого треугольника 
пересечёт АС в некоторой точке С. Но поскольку через В про- 
ходят две прямые РО и ВС, образующие с АВ один и тот же 
угол ДВА =ГАх и СВА—=СФА, то эти две прямые должны обя- 
зательно совпасть; следовательно, прямая В) будет пересекать 
АС в той же точке С. 

Только ли гомогенность пространства постулируется здесь 
Валлисом? 

Нет, в данном рассуждении постулируется, кроме того, нечто 
в высшей степени важное, а именно, общий принцип теории 


15) \а111$, Орега Охощае, 1659 — 1699, т. И, стр. 665. 
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пределов 116), правда без определённой формулировки, который 
впервые дан Лейбницем в метафизической форме и Ньютоном — 
в математической. 

Огрезок 28, при котором бес пересекает АС, должен суще- 
ствовать, ибо если бы он не существовал, то он не будет сущёг- 
ствовать и тогда, когда 6 обращается в нуль (по-нашему —- 
в пределе); но в таком случае при совпадении 9 с А не будет 
общей точки у фсб и АС, что, конечно, нелепо. 

Валлис мыслит, как Понселе 17) при установлении своего 
принципа непрерывности: «Если некоторое положение имеет 
место, когда некоторые величины не обращаются ни в нуль, ни 
в бесконечность и не принимают мнимых значений, то положе- 
ние остаётся верным и в том случае, когда эти ограничения 
СНЯТЫ». 

Теперь этот принцип, развенчанный из ранга аксиом, служит 
уже не для доказательства, а лишь как эвристический метод 
отыскания новых геометрических истин. Валлису при его смут- 
ном понимании предела представлялось совершенно очевидным 
то, что теперь таковым не является вовсе. 

62. Актуальная бесконечность и параллельные. Приведём 
доказательство постулата 5, данное Бертраном, который опе- 
рирует с актуальной бэсконечностью. Подобного рода операции 
были в большой моде среди математиков ХУШ в., которые, 
оперируя с бесконечными величинами, как с конечными, жестоко 
запутывались в противоречиях (особенно грешен в этом отно- 
шении был Фонтенель), что вызвало изгнание актуальной бес- 
конечности и замену её потенциальной — понятием о пределе 
в смысле Д’Аламбера и в нашем. 

Теперь мы ясно сознаём, что бесконечность может получить 
права гражданства лишь. при условии отказа от целого ряда 
свойств, присущих конечным велачинам. Поскольку она может 
стать «равной» свозй части, то нельзя определять «меньше» 
как существование в какой-либо части большего: одну и ту же 
гнперболу можно расположить и так, что её ветвь будет заклю- 
чаться в угле, образованном её асимптотами, и так, что она сама 
будет заключать эти асиматоты. 

Вполне понятно, почему Л. Бертран подошёл к доказательству 
аксиомы 0 параллельных с помощью актуальной бесконечности; 
действительно, именно он определил прямую изогенностью час- 
тей, на которые она делит плоскость, именно он определил угол 


116) Р’А |ешьегф Епсусюорз@е 4ез аг{$ её 4ез шёЧетз$ ес. 
(Р{4его1), ИтЁе. — Д. Мордухай-Болтовской, Исследования 
о происхождении некоторых основных идей современной мате- 
матики, У, Генезис и история теории пределов, Известия С.К.Г.У., 
1928, т. Ш (ХУ), стр. 103. 

11) Ропсе|еф АррИсаЧопз 4’Апа1узе а 1а Сдвотеше., т. И, 
1864, стр. 173. 
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как неопределзнную (бесконечную) часть плоскости, ограничен- 
ную двумя пересекающимися прямыми. 

Прежде всего утверждается, что всякий угол больше полосы 
между двумя параллельными, так как плоскость можно покрыть 
конечным числом выходящих из одной точки углов, равных 
данному, тогда как та же самая плоскость покрывается лишь 
бесконечно большим числом параллельных полос. 

Затем, если мы построим два равных угла ОСВ и АВР 
(черт. 26), то по предложению 27 будем иметь две параллельные 
прямые АБ и СО. Возьмём прямую СЕ так, чтобы угол ЕС 

был меньше угла АВР = 

— ОСВ так, что СЁ попадает 

в полосу АВСД. Тогда, если 
А пересечения СЕ и АВ не 

существует совершенно и 

прямая СЕ находится цели- 

ком в полосе АВСО, то 
угол ДПСЕ должен быть 
меньше этой полосы (ибо 
он целиком в ней заклю- 
чается), что противоречит 

——р основной предпосылке. 
В отношении идейного 
Черт. 26. содержания большее значе- 
ние имеют исследования 

Ламберта 118) и первое доказательство Лежандра 119). 

Они выявляют гомогенностть евклидовского пространства 
в форме отсутствия в нём 2б`олютной меры. Лежандр обнару- 
живает, что предположение, что сумма углов в треугольнике 
меньше двух прямых (предварительно доказав, что она не может 
быть больше), приводит к выражению стороны в виде функции 
от углов, которая, конечно, должна содержать линейный параметр. 

63. Роберт Симсон, Укажем схематически ход доказатель- 
ства Р. Симсона. 

Оно представляет синтез идей Прокла, Нассир-Эддина 129) 
и Клавия 121), из него путём упрощений вырабатывались школь- 
ные доказательства. 

Первое положение Р. Симсопа 12?). Если две равные 
прямые АС и ВЛ стоят к прямой АВ под прямым углом 
и низ точки ^ прямой СО опущен на АВ перпендикуляр ЕЁ, 
то ЕР, АС, ВО будут равны (черт. 27). 


Р 


18) Заске] ипа Епзе/|, Пе Твеопе аег РагаНеЙцен ..., 
[е{р71о, Теиопег, 1895. 

19) См. прим. 20. 

120) ЕчсНа$ е@елепютий НЙ ХИГ зтидю Маззегейдйи. Вота, 
1657. 1801. См. также \!’ а111$1 Орега, т. И, стр. 659. 

121) См. прим. 67. 

122) См. прим. 34. 


К КНИГЕ 1 283 


Если бы, говорит Р. Симсон, это было бы не так, то СО 
сперва подходила бы, а затем отходила бы, чего быть не может. 
Это положение входит в теорему Клавия. 

Второе положение. Если к прямой с одной её сто- 
роны под прямыми углами проводятся две равные прямые 
и соединяются их концы, то соединяющая прямая образует тоже 
прямые углы с прямыми, вершины 
которых они соединяют. С ЕР 

Это лемма Нассир-Эддина, 
положение Клавия и установка 
гипотезы прямого угла Саккери. 

Отсюда выводится, что в па- 
раллелограмме, в котором три 
угла прямые, и четвёртый угол 
должен быть прямым. 

Третье положени’е. Ес- 
ли две прямые образуют острый д Е 8 
угол, то на каждой можно найти 
такую точку, что перпендикуляр, Черт. 27. 
опущенный на другую, будет боль- 
ше всякой данной величины. Этим положением, как аксиомой, 
пользуется Прокл. 

Четвёртое положение. Если две прямые пересекаются 
третьей под равными углами — одним внутренним, другим внеш- 
ним, то существует прямая, пересекающая обе под прямым 
углом. 

Пятое положение представляет постулат 5 Евклида. 

64. Транзитивность параллельности. Отношение параллель- 
ности обладает свойствами, аналогичными тем, которыми обла- 
дает равенство . 

арфа, 


а-=9, ве ъа=с, 


т. е. свойствами коммутативности и транзитивногти. 

Исключая постулат 5 и определяя параллельные прямые, 
как предельные прямые, между которыми заключаются прямыс 
не пересекающиеся (сверхпараллельные), мы вынуждены эти по- 
ложения доказывать. 

Предложение 30 является эквивалентным постулату 5. Остро- 
градский принимает его за основную аксиому тгории парал- 
лельных. 

65, Сумма углов в треугольнике. Прокл, а за ним Клавий 
приводят несколько иное доказательство, которое вводят сейчас 
в некоторые учебники 123) (черт. 28). 

Вспомогательная прямая ОР проводится через вершину 
параллельно огнованию ВС. При А оказываются сосредоточены 


123) Епг! диез, а11 Еетеп\, стр. 108. 


281 КОММЕНТАРИИ 


все углы треугольника, так как Д АВС = / РАВи / АСВ = 
— / КАС как пары накрестлежащих углов. 

Вот два интересных исторических вопроса, которые занимали 
Ганкеля. 

Каким образом заключили, что сумма углов треугольника 
равна двум прямым, и какой формы было первое логическое 
доказательство этой теоремы? 

Нервые сведения по геометрии устанавливались с помощью 
дробления площади вспомогательными прямыми на треугольники. 
Вначале имелось в виду лишь определение площадей плоских 

р й р фигур, но при дальнейшей эво- 

люции геометрии средство это 

было применено для изучения 
форм. 

Вот простейшие геометриче- 
ские факты этого рода, отмечае- 
мые Платоном в его диалоге 
«Тимей»: дробление треугольни- 
ка на два, образование квадрата 
8 © из двух или четырёх треугольни- 

КОВ И Т. Д. 
Черт. 28. Одним из фактов, предста- 
влявшихся важным в глазах пи- 
фагорейцев, было то, что плоскость возможно заполнить только 
тремя родами правильных многоугольников: треугольниками, 
четыреугольниками и шестиугольниками. 

По мнению Ганкеля, первое доказательство теоремы о сумме 
углов треугольника относилось только к равностороннему тре- 
угольнику и вытекало именно отсюда. 

Сумма шести углов равносторонних треугольников, как 
сходящихся в одной точке, равна 44, каждый угол одна шестая 
44, а сумма углов 24. 

Фалесу приписывается положение о том, что угол, опираю- 
щийся на диаметр, прямой. Ганкель думает, что положение это 
принималось Фалесом без доказательств, как непосредственно 
очевидная истина, но что уже из неё он выводил то, что сумма 
углов в прямоугольном треугольнике равна двум прямым. Пе- 
реход же к общему случаю не представляет затруднения. 

Аристотель в «Метафизике» упоминает об этой теореме 
как ему известной. . 

По Проклу, доказательство предложения 32, получающее- 
ся после проведення через вершину треугольника прямой па- 
раллельно оспованию, принадлежит Пифагору (вернее пифаго- 
рейцам). 

В учебниках иногда употребляется форономическое доказа- 
тельство предложения 32 с помощью прямой, которая, вращаясь 
о‹оло вершин А, В, С от стороны В до с, от с до а, от а дов, 
совершает полный оборот в 44, так что сумма внешних углов 
равна 44, а на долю внутренних остаётся 24. 
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66. Сумма углов многоугольника. В наших учебниках 
за теоремой о сумме углов в треугольнике следузт формула 
для суммы углов в выпуклом многоугольнике: 


$ = (п — 2) 24. 


У Евклида совсем нет формул не только символической, 
но и риторической ‘`(словесной) алгебры. Конечно, нельзя сказать, 
чтобы содержание этой формулы 
не могло быть выражено на евкли- Е 
довом языке, но выражение должно 1 
быть очень сложно и будет вообще 
не соответствовать общему харак- 
теру «Начал», которые занимаются 
свойствами геометрических объек- 
тов, их сравнением, но совершенно дь 
не занимаются измерением; Число для 
них только предмет изучения, но не 
средство измерения. 

О сумме углов в многоугольнике 
впервые Говорит Прокл. Формулу 
дает Региомонтан (1436—1476). 

Интересно отметить, что и мно- 1 
гие старые комментаторы идут по Черт. 29. 
пути Евклида. 

Кампано занимается не суммой 
углов я-угольника вообще, но доказывает, что сумма углов в 
звёздчатом пятиугольнике равна двум прямым. 

В основу своего вывода он кладёт первую часть предло- 
жения 32. 

.Он замечает, рассматривая /ЛАГС (черт. 29), что внешний 
угол САР равен сумме ./--С. Таким же образом, рассматри- 
вая АВН, он получал, что АВЕ = А--Н. 

Но из ЛАВР получаем, что сумма углов: ДА- ДСАЕ- 
- {КВЕ=24, так что действительно 


ДЕ- ам ин- (Г ДК= 24. 

67. Свойства параллелограммов. В настоящее время, изу- 
чая параллелограммы, мы не ограничиваемся только равенством 
противоположных сторон и углов. 

У Евклида даже нет упоминания о взаимопересечении диа- 
гоналей пополам. Нет изучения прямоугольника и ромба. 

Комментаторы, начиная с Клавия, особенное внимание обра- 
щали на теоремы, получаемые оЗращением евклиловых теорем. 

Если через А обозначить свойство иметь равные противо- 
положные углы; В — иметь равные противоположные стороны; 
С — иметь пересекающиеся пополам диагонали; Г) — быть парал- 
лелограммами, то положение 34 сформулируется так для четыре- 
угольника: если 2, то Аи В. Клавий доказывает, что если А, 
то 2), если В, то 2), если С, то 2. 
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К предложению Евклида, выявляющему диагонали как оси 
симметрии ромба, прибавляется положение Клавия, по которому 
прямая, проходящая через пересечение диагоналей, разделяется 
в этой точке пополам. Отсюда, конечно, родится понятие о центре 
симметрии. 

В современных учебниках разбираются ещё специальные 
свойства ромбов и прямоугольников (перпендикулярность диаго- 
налей в ромбе и равенство их в прямоугольнике). 

В Меранской программе изучение параллелограммов связы- 
вается с общей теорией симметрии, параллелограмм оказывается 
фигурой, имеющей центр симметрии (в точке пересечения диаго- 
палей), ромб — центр и две оси симметрии (диагонали), прямо- 
угольник — центр и две оси симметрии (прямые, соединяющие 
середины противолежащих сторон), квадрат объединяет свойства 
прямоугольника и ромба (центр и четыре оси симметрии). 

Следует обратить внимание на аксиоматическую конструк- 
цию доказательств теории о свойствах параллелограмма, ромба 
и прямоугольника. Если не пользоваться евклидовой аксиомой 
о параллельных, то о фигуре АВСРО, в которой углы А и В при 
нижнем основании равны каждый прямому углу, а боковые стороны 
АС и В1 имеют равные длины, можио сказать только, что она 
прямоугольная трапеция, и доказать, что углы Си О) при верхнем 
основании тоже равны. Относительно их можно сделать три гипо- 
тезы: они могут быть острыми (тогда мы будем иметь геометрию Ло- 
бачевского}, тупыми (геометрию Римана, если ешз соответственным 
образом изменить аксиомы сочегания и порядка) или прямыми 
(геометрия Евклида). Во всех трёх геометриях будут иметь место 
следующие теоремы: диагонали АД и ВС равны (но не обя- 
зательно пересекаготся пополам}, прямая, соединяющая середины 
верхнего и нижнего оснований, является осью симметрии и по- 
этому перпендикулярна как к верхнему, так и к нижнему осно- 
ваниям. 

68. Равносоставленные и эквивалентные фигуры. В ГИЛЬ- 
бертовской теории площадей 124) различаются фигуры равносо- 
ставленные и фигуры эквивалентные или равновеликие. 

В первом случае фигуры разлагаются на равные (конгруэнт- 
ные) многоугольники. 

Во втором случае это разложение имеет место после при- 
соединения к каждой равносоставленных частей. 

Равносоставленные фигуры являются и равновеликими, но 
не наоборот. - 

Конечно, это понимание равновеликости построено для 
того, чтобы развить теорию площадей, ие используя аксиомы 
непрерывности, иное, чем у Евклида. 

Для последнего равновелики те фигуры, которые имеют 
ту же площадь, а площадь — это величина, сущность которой 


д 


124) См. прим. 38 (гл. ШУ). 
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как первичного понятия им не определяется. Следует отметить. 
что он не даёт измерения площади #1с.40м. Вообще же площадь 
можно охарактеризовать числом только после установления по- 
нятия 0б иррациональном числе и взаимно однозначном со- 
ответствии между геоме- , 
трическими величинами И Я Е Е Га —^ 
числами. | 

В предложении 35 
рассматривается только 
наиболее сложный слу- 
чай, когда Е выходит за 
АР (черт. 30) и когда 
приходится — устанавли- 
вать равносоставленность 


присоединением части 
ОСЕР. | у; 
В том случае, когда ‘* 
Е попадает между Аи Черт. 30. 


7), оба параллелограмма 

имеют общую часть — трапецию ВЁЕРС и, кроме того, по рав- 

ному треугольнику АЕВ и СОР. . 
Если доказать, что фигуры, равносоставленные с третьеи, 

равносоставлены между собой (как это делает Гильберт), 

то в несколько приёмов, переходя от АВС к ВЕРС, потом 


7. 
Черт. 31. 


к РЕ’Е’С ит. д., можно доказать равносоставленность парал- 
лелограммов при условии предложения 35. 

Но это можно сделать непосредственно, как показывает 
следующий чертёж (черт. 31). 

Черзз точку А’ пересечения сторон ВР и АЕБ параллело- 
граммов проводим ОН || АВ. 

Затем, взяв ОО. = ОА и НН\= ВН, проводим ФН, | АВ 
ит. д. 
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Тогда два параллелограмма, как нетрудно видеть, разобьются 
на соответственно равные части (1, 1"), (2, 2’), (3, 3'), (4, 4), 
(5, 5’), (6, 6’). 

69. Деление плошадей. К предложениям 38, 39, 40, 41 при- 
мыкают сильно интересовавшие математиков эпохи Возрождения 
проблемы о делении площадей 125). 

Простейшей задачей является задача о делении площа- 
ди треугольника пополам прямой, проходящей через вер- 
шину. 

Если провести медиану АЁ (т. е. соединить А с серединой Е 
сгороны ВС), то получаем решение задачи. Треугольники АВЕ 
и АЕС будут равновелики 
(черт. 32). 

Пелетье делит  тре- 
угольник пополам прямой, 
проходящей через данную 
точку Р на стороне АС. 

Он из К проводит пря- 


Е | мую РЕ к Е — середине 
ВС и из А проводит АБ || РЕ; 
Черт. 32. тогда ЕР даёт решение за- 


В самом деле, треугольники АДР и АЛЕ, имеющие одно 
и то же основание АД и вершины Р и ЕЁ на РЕ || АО, равнове- 


лики, поэтому РЕС = РЕР-{ ЕЕС = АЕК -{- ЕЕС = АБС АВС. 


70. Преобразование площадей. Другая задача, также очень 
интересовавшая математиков эпохи Возрождения, это задача 
о преобразовании площадей 1268) (задача о построении фигуры 
определённого типа, равновеликой заданной). 

Евклидом ставится проблема о посгроении квадрата, равно- 
великого данной прямолинейной фигуре. Евклид не имел ‘алгебры, 
но он получал геометрическим путём то, что мы получаем с по- 
мощь:о алгебры; кроме того, он оперировал самими площадями, 
а не числами, которые измеряют эти площади. 

Роль извлечения квадратного корня из числа у него играло 


построение стороны квадрата, равновеликого данной прямоли- 
нейной фигуре. 


—_ 


125) \11]Ке, Меце ейесвепае Мешо4е аеп шпаЙ хегаае 
Ноигеп 2и НиЧеп, НаЙе, 1757. - Е. Мауег, РгаК. Сеотеше, 
На!!е, 1758. — Ч егутеп, СгеП’$ Тоигпа|, 1838. —На1ф О@еотай- 
са! 415зесНоп$ ап4 апзрозо1$. Меззепег о! Ма{Пета{сз, 1877. — 
Ке{пу, Каизепрегоег ПРоог{пег Мапетайзне Аппа- 
]еп 38, 42, 43, 45. — Вебер и Вельштейн, Энциклопедия эле- 
ментарной математики, т. ЦП, кн. 1, Одесса, 1913. — Фуррэ, 
Гсометрические головоломки. — К1\&бе|1, Машет. \УМоцегрисв, 
т. 2, стр. 214. 

16) См. прим. 1725. 
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Предложения 42, 43, 44, 45 следует рассматривать как ряд 
предложений, направленных к предложению 14 книги П, дающему 
окончательное решение поставленной проблемы: построить 
квадрат равновеликий (Евклид говорит — «равный») данной 
прямолинейной фигуре. 

71. Квадрат и его сторона. Евклид указывает, как по сто- 
роне построить квадрат. Его комментаторы ставят задачу, как 
по площади квадрата (они корот- 
ко говорят по квадрату) найти 
его сторону. 

Выражая всё через числа, мы 
знаем, что уравнение х2—а 
имеет только одно положительное 
решение. 

Комментаторы доказывали 
геометрически, что проблема до- 
пускает одно решение, что рав- 
ные (в евклидовом смысле) квад- 
раты имеют равные стороны. 

Конечно, проще всего было 


бы доказывать это апагогически. И у 
Если предположить, что АЁРСО и Е 
АПСВ равны, но АЕ< АР, мы Черт. 33. 


можем, согласно Евклиду, пост- 
роить квадрат АЕРО, который 
весь окажется внутри АВСЬ; в противном случае мы получили 
бы, например, пересечение сторон СР и ВС в точке А}, а изэтой 
точки имели бы два перпендикуляра РВ и ЕС на ВА (черт. 33). 

Прокл вместо этого простого апагогического доказательства 
даёт очень сложное прямое. Я в кратких чертах его намечу. 

Оба квадрата переносятся в положение 4’В’С’О’, Е’Р’О’Н’ 
так, чтобы точка А’ совпала с С’, а С’Р” служила продолжением 
В’А’ (черт. 34). 

Затем, имея в виду, что диагональю квадрат рассекается по- 
полам (предложение 34) и что квадраты по условию равны, 
мы получим, что (в силу аксиомы 2) Р’В'О’ = В’Н'О’, а так как 
эти треугольники имеют одно н то же основание, то (по пред- 
ложению +39) Р”О’ || Н’В'. 

Отсюда доказывается равенство АН’В’А’ и ЛО’Р’О’ и ра- 
венство ЛЁ’Р’В’ и АН'’Е’О’ и параллельность В’О’ и Н’Ё”. 

В результате оказывается, что В’Р’—= Н’Е’и от равенства 
диагоналей нетрудно перейти и к равенству сторон. 

Следует отметить, что теорема 39 доказывается Евклидом 
апагогически; поэтому, если иметь в виду весь путь от аксиом, 
то теорема эта всё-таки доказывается апагогически. 

Правда, при обосновании первого доказательства исполь- 
зуется теорема о том, что чз данной точки можно опустить 
только один перпендикуляр на данную прямую, которой у ЕВ- 
клида нет. Но предложение это, как отмечает большинство ком- 


19 Бвклид 
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ментаторов, сейчас всё же выводится как непосредственное 
следствие из евклидовского предложения 16. 


77 С И @ 


Черт. 34. 


72. Доказательства теоремы Пифагора 127). Многочислен- 
ные доказательства теоремы Пифагора делятся на следующие 
ВИДЫ: 

1) Доказательство, которое даётся в «Началах» и, по свидетель- 
ству Прокла, принадлежит самому Евклиду. 

Оно основывается на равновеликости треугольников с рав- 
ными высотами и равными основаниями и выволится из равнове- 
ликости Параллелограммов с равными основаниями и высотами 
как фигур эквивалентных в смысле Гильберта на основании 
аксиомы 6 книги | «Начал»: половины равных величин равны 
между собой. 

Доказательство это пе может быть непосредственно пред- 
ставлено на модели. 

2) Доказательство равносоставленности. Особенного внимания 
заслуживает доказательство Апаг $ (900 г. нашей эры). 


121) История теоремы: Са пог, Могез., т. 1, стр. 142, у индусов 
стр. 613, у китайцев стр. 637, о Пифагоре стр. 137. — А тая, 
Огеек Сеотефгу Нот Тва!ез 40 ЕисНа, РиБИп, 1889. — Епг!диезв, 
СП еетепЫ, стр. 135.—Цейтен, История математики в древно- 
сти и в средние века, №\.—Л., 1932 О теореме Пифагора говорят Плу- 
тарх, Витрувий, Диоген Лаэртский: Р1и{фатспвиз, Орега, Еа. 
Ро, т. 4, стр. 272, 1332. — У {гиу1из$, Ре агснКесшга, кн. 9, 


стр. 2. — О1обепез Г аег{{ив, Ре у{а риЙозорвогит, кн. 8, 
стр. 297. 
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Мы прилагаем чертёж, по которому может быть построена 
модель (черт. 395). 


Черт. 35. Черт. 36. 


На чертеже /Е| АВ, АЮ | АВи [М1 АВ, ВО продолже- 
ние ВЕ, КР | ОВ и [М | РК, 
ВО—=/М. Мы не будем излагать ‚. 
доказательство. Отметим, что 
очень ходкое в настоящее время 
доказательство, изображенное 
на черт. 36, представляет по су- 
ществу доказательство Анари- 
ция, но только при другом рас- 
положении квадратов, постро- 
енных на гипотенузе и катетах. 

Такого же типа доказатель- 
ство представлено на черт. 37. 

3) Доказательство, основан- 
ное на равносоставленности фи- 
гур, полученных из данных 
прибавлением (черт. 38). 

Доказывается, что два рав- 
ных шестиугольника АРСРЕВ 
и САШКВ состоят — первый 
из квадратов, построенных на 
катетах, и двух треугольников 
АВС =<@ С, второй — из квад- 
рата, построенного на гипотенузе, и из двух таких же тре- 
угольников АВС = ШК. 

4) Доказательства, построенные на некоторых алгебраических 
тождествах, которые можно заменить соответствующими теорз- 


19* 
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мами книги П «Начал»; о них будем говорить в комментариях к 
книге |]. 

5) Доказательства, основанные на теории подобия; о них 
будем говорить в комментариях к книге \1. 

Интересно отметить упрощение, предлагаемое Лицманом к до- 
казательству Евклида и состоящее в том, что квадрат, построен- 
ный на одном из катетов, паправляется внутрь (черт. 39). 


& 


[2 р [ Е 
Черт. 38. Черт. 39. 


73. Теорема Паппа 128). Обобшением теоремы Пифагора яв- 
ляется теорема Паппа Александрийского (Ш в. нашей эры). 

Во всяком треугольнике АВС(черт. 40) параллелограмм АВА’В’, 
который построен на одной стороне треугольника внутрь послед- 
него и имеет две вершины /”’и В’ вне треугольника, равновелик 
сумме двух параллелограммов АСЕД и ВСОЕР, построенных на 
двух других сторонах треугольника так, что стороны их, парал- 
лельные сторонам треугольника, проходят через вершины первого 
параллелограмма 123). 


——. 


125) Рарр! А]ехапаг!п1, СоПес#Нопез, еа. Ни(зсв. Вего- 
1111, 1876 — 1878. — Огапаш, Весгвайоп$ Ма{., Райз, 1778. 

129) Нетрудно видеть, что налз.еченные в условии свойства 
присущи такому доказательству теоремы Пифагора по Евклиду, 
в котором квадрат на гипотенузе строится внутрь, а квадраты 
на катетах — наружу. 
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Доказываем, что Л 4’В’С’ = Л АВС. 

Параллелограммы 44’С’С и ВВ’С’С равновелики данным 
параллелограммам АДЕС и ВРОС вследствие равенств высот 
и оснований: 

Если от фигуры АА’С’В’В отнять ^ А’С’В’, то остаётся 
параллелограмм Ал’В’В. 

Если же отнять треугольник АВС = А’В’С’, то остаётся 
сумма параллелограммов А4АА’С’”С -- ВБ’С’С или равная ей сумма 
параллелограммов АВЕС -- ВРСС. 

74. Теорема, обратная теореме Пифагора. Эта теоре- 
ма в настоящее время доказывается (это делали и некоторые 
комментаторы) на основании предложений 12 и 13 книги П, даю- 
щих так называемую обобщённую теорему Пифагора, которая 
выражается в современной символике формулами: 


Черт. 40. 


СВ? —= СА? АВ? -- 2АС.АР (для тупого угла) 
СВ: —= СА? -- АВ? —2АС-.АР (для острого угла). 
Следовательно, для тупоугольного треугольника 
СВ? `> СА? -- АВ, 
для остроугольного 
СВ? < СА? -- АВ?, 
для прямоугольного 
СВ? — СА? -| АВ?. 
Мы имеем три случая, удовлетворяющих условиям теоремы 


Гаубера 13°), и получаем гри обратные теоремы, среди которых 
есть и обратная нифагоровской. 


130) См. комменгарий 49. 
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Эта трихотомия может служить иллюстрацией другой тео- 
ремы, с которой связано не всегда уясняемое учеником понятие 
о противоположных и обратных теоремах. 

Из четырёх предложений: 

1) А есть В; 2) В есть А; 3) <не А» не есть В; 4) «не В» не есть А, 
где 1) есть прямое предложение, 2) —ему обратное, 3) —ему 
противоположное и 4) — обратное противоположному; каждые 
два влекут за собой остальные два. 

Например, из 1) и 3) необхоцимо вытекает 2); действительно, 
если бы В оказалось «не А», то мы имели бы одновременно: 
некоторое «не А» есть В и всякое «не 4» не есть В — согласно 
предложению 3), что привело бы к противоречию. 

Ученик часто неясно представляет сушность обратной тео- 
ремы и не всегда понимает различие между необходимыми и 
достаточными условиями. В сущности он повторяет те же ошибки, 
через которые проходило и всё человечество. Интересно отме- 
тить, что Гиппократ Хиосский при своих квадратурах луночек 
пользуется всеми тремя теоремами, обратными Пифагоровой и 
её обобщепиям для косоугольных треугольников, тогда как 
«Начала» Евклида (и, по всей вероятности, также и «Начала» 
Гиппократа) не содержат теорем, обратных обобщениям теоремы 
Пифагора. - 

Мы имеем четвёрку теорем: 

1) Если угол А треугольника прямой, то ВС? = АВ? - АС2?. 

2) Если ВС? = АВ? -- АС?, то угол А прямой. 

3) Если угол А не прямой, то ВС? не равно АВ? -- АС2. 

4) Если ВС? не равно АВ? -- АС?, то угол А не прямой. 

Не всегла обращают должное внимание на предложение 2), 
между тем как именно оно, а не сама теорема Пифагора, имело 
важное значение при построении прямого угла при помощи 
«егинетского» треугольника со сторонами 3, 4, Би ему анало- 
гичных. 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ П 


1. Гномон. Гномон в переводе распознаватель. 

Сперва это распознаватель времени, примитивные солнечные 
часы, состоящие из двух перпендикулярных шестов или досок, 
из которых одна АВ расположена вертикально, другая АС гори- 
зонтально по направлению тени в полдень (черт. 1). 


В 


Черт. 1. 


Затем гномон является плотничьим инструментом для про- 
верки нерпендикулярности; вместе с тем гномоном начинает 
называться фигура, образованная двумя прямоугольниками ЕВ/Н, 
СНЕС и двумя дополняющими друг друга до прямоугольника, 
треугольниками НГО и НОЁ, получаемая опусканием из точки Н 
она АР перпендикуляров на стороны прямоугольника 1) 
черт. 2). 


1) Саптог, Уоезипоеп йБег ЧезснсШе 4ег МафетайК, т. | 
гл. 6, стр. 151. —А1| тапп, Отеек ОСеотешу Нош ТВа]ез {о 
кисна, очи, 1889. — Аг! з1оте | ез, Орега, е4. Г4о{. Саебонае, 
Х1, 2. ‚о. 


296 КОММЕНТАРИИ 


Евклид обобщает понятие гномона: вместо прямоугольника 
он берёт вообще параллелограмм (черт. 3). 

Наконец, Героном Александрийским?) гномон определяется 
в ещё более общем смысле: «всё, что прибавленное к числу или 


к фигуре делает целое подобным тому, к чему прибавляется, 
называется гномоном». 


Я Е В 


ГА А р 
Черт. 3. 


С его точки зрения для пятнугольника абс4ае гномоном 
будет аВСЛОЕ (черт. 4). 

Под это общее понятие подходит число-гномон. Таковым 
является всякое нечётное число 2п -- |, так как, присоединяя его 
к квадрату 72, получаем тоже квадрат 


па 2-1 = (п - 1)2. 
Получение квадрата 7? суммированием последовательных 
нечётных чисел 1-35... 21 —1 ешё Пифагорей- 


Ё 


и 6 В 
Черт. 4. Черт. 5. 


цами мыслилось, как получение полного квадрата последова- 
тельным присоединением к единичному квадрату гномонов, отве- 
чающих нечётным числам 3, о, 7,..., 2 — 1 (черт. 5). 


$ —— 


2) Негоп, Орега, ед. НиЙзсв, Ое!. 59, стр. 21. 
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2. Произведение отрезков. Одним из основных понятий 
«Начал» является прямоугольник, заключённый между прямы- 
ми АВи АС. 

Прямоугольник, построенный на АВ и АС, уже нечто иноз; 
это прямоугольник, построенный на двух пересекающихся пря- 
мых АВи АС 0ез их переноса, аналогично тому, как в третьем 
постулате Евклида окружность строится из точки А раствором 
АВ, т. е. определённым исходящим из А отрезком. 

Если перевести, как это делает Гейберг, формулировку Ев- 
клида на современную символику, то в евклидовых формулах 
мы будем всегда иметь АВ Х АС, АВХ ВС, но никогда не АВ ЖХ СБ, 
т. е. перемножаемые прямые должны исходить из одной точки. 

Евклидово АВХ АС ни в коем случае не произведение АВ 
на АС 3), но во всяком случае то, из чего это произ: едение 
рождается. Прямоугольник на АВ и СО обращается в произве- 
дениг, но не в том смысле, как его понимают в арифметике — 
произведение чисел, а как результат некоторого действия над 
отрезками, который даёт нам уже не отрезок, но площадь. 

При этом говорили не ти рИсаге АВ т СО, а 4исеге АВ 
ш С. 

Только арифметизация геометрии, завершившаяся уста- 
новлением лежандрова взаимно однозначного соответствия 
между числом и геометрической величиной, обратила Фисеге 
в ши рНсаге и превратила АВ Х СР в произведение чисел, из- 
меряющих отрезки АВ и СО. Интересно отметить и промежуточ- 
ную ступень. Это точка зрения Декарга 4), при которой АВ Х СБ 
сводится тоже к отрезку, определяемому пропорцией 


х ср 


АВ ТГ 


и получаемому простым построением, требующим провеления 
параллельных. 

3. Закон дистрибутивный. Предложение 2 можно рассматри- 
вать как геометрическую интерпретацию прямого дистрибутив- 


ного закона 
(ан е—ае Е Це. 


с(а-- в) = са  вь 


получается пгревёртыванием фигуры, беря за основание высоту. 
Общее правило умножения 


(ав) (се а) =асаа Ее 64а 


Обратный 


3) Д. Мордухай-Болтовской, Первые шаги буквен- 
ной алгебры, Известия С. К. Г. У., 1928. 
4) Декарт, Геометрия, М. — Л., 1939. 
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или вообще 
2 а. |7 =2 аа 


получается проведеннем сетки прямых параллельных и перпен- 
дикулярных к основанию, что и делается многими комментато- 
рами 5). 

4, Связь между предложениями 2 и 3 книги П. Если, как 
это делает Гейберг, выразить алгебраически все три первых 
предложения книги И, то мы получим следующие равенства: 


а теа) = ав | ас - аа. | 

Если 
а=ьЬ--г, то 03—46 - ас, П 
(ар а=аь- а^. В 


При взгляде на эти формулировки сразу появляется ряд не- 
доуменных вопросов. 

Почему Евклиду наряду с общей формулой | понадобилось 
давать отдельно еще доказательство двух частных её случаев 
П и ИГ? Какой смысл выделения этих частных случаев в особые 
теоремы? 

Если первое предложение выражает общий дистрибутивный 
закон при умножении, то совершенно ясно, что сам Евклид, или 
его непосредственный источник, не рассматривали ИП и Ш пред- 
ложения как выражающие частные случаи этой дистрибутивности. 

Действительно, | предложение является первым этапом на 
пути установления формулы квадрата суммы. 


Бели а=В--с, 
то 
а? — (6 -- с) —= ав -- ас = Рос) с. ТУ 
Третье предложение представляет дальнейший этап расшифровки 
этой формулы: 
(св = бе. У 
Следующий этап был бы таков: 
(Нос =0е -- с?, \1 


что, конечно, вполне равносильно третьему предложению и не 
требует специальной формулировки. 


5) Соштштап4!пиз, Еис1148 еетещогит 5! ХУ ипа сит 
спо! апИди!з, Рубаить 1572, стр. 29.— С1ау1из, ЕисНаз Е!ет., 
Ной ХУ, т, |, РтапсотагЯ, 1607, стр. 168. — Непг!о п, Ёез ашихе 
Нугез аеь Е!6теп{з 4’ЕисИ4е, Рашз, 1615, стр. 58. — а цчаг1пиз. 
ЕисНаезв аФаистиз е1 ше!по@1сиз. Аиб. Тацйиь 1671, стр. 54. — 
В4гшап, Е]ет. ВисНа!з, Ной ХУ, Шряае, 1743, стр. 42. — РЕ1е1- 
Чегег, Асаделизсйе ЭспиЙеп, ЗиИоагь 1826, тетр. 1, ЗспоНеп дит 
Висй П, стр. 6. 
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После этого мы ожидали бы заключительного этапа. Под- 
ставляя \ и У! в 1\, мы получили бы формулу квадрата суммы: 


(В -- с) — 92 62 - 26с. 


Действительно, ГУ предложение как раз и говорит о квалд- 
рате суммы, и трудно отделаться от мысли, что П и Ш предло- 
жения представляют лишь начальные этапы пути доказательства 
этой формулы, которое сам Евклид, или один из его предше- 
ственников, выбросили, заменив новым — тем самым, которое мы 
читаем в существующем ГУ предложении. 

Другое объяснение выделения в особое предложение част- 


ного случая: 
(аНВе=ае ее при с = 


заключается в том, что у Евклида существование геометрического 
объекта устанавливается только построением. 

Если для нас право на существование получается отсут- 
ствием противоречий в признаках, определяющих математи- 
ческий объект, то у Евклида это право давалось только построе- 
нием. 

По Евклиду доказательство, основанное на существовании 
прямых, делящих угол на три равные части, было бы несостоя- 
тельным. С точки зрения формы, квадрат только частный слу- 
чай прямоугольника, иное дело с точки зрения построения. 

Квадрат на АВ получается геометрическими операциями над 
одним объектом АВ, а вовсе не над двумя равными (предло- 
жение 42 книги 1). Прямоугольник получается операцией над 
двумя различными объектами. 

Это отчётливо видно из терминологии: квадрат на АВ обо- 
значается «то бо 116 АВ»,а прямоугольник между АВ, АС «то 9то 
у АВ, АС>. 

Положение аб = а? при в =а не так очевидно, как то, что 


а —=ас при В=С, 


и не выводится как простое следствие из первого: равенство 
а2 —=42 не должно рассматриваться как следствие из ас =64 
при с = а, '4 =. 

5. Другое доказательство предложения 4. Гейберг в при- 
ложении даёт второй способ доказательства предложения 4 иным 
способом. 

„Я утверждаю, что квадрат на АВ равен квадратам на АС 
и СВ вместе с удвоепным прямоугольником, заключённым между 
АС и СВ. 

Действительно, на том же самом чертеже, поскольку ВЛ 
равна АД, то и угол АВР равен углу АРВ; и поскольку во 
всяком треугольнике три угла вместе равны двум прямым, то, 
следовательно, в треугольчике АДВ три угла АВ, ВАР, ОВЛ 
вместе равны двум прямым. Но угол ВАД прямой; следова- 
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тельно, остальные углы АВО, АРВ вместе равны одному 
прямому, но они равны; следовательно, каждый из углов 
АВР, АРВ есть половина прямого. И угол ВСН прямой, 
ибо он равен противолежащему углу, а именно, при 4; сле- 
довательно, остающийся угол СНВ есть половина прямого; 
следовательно, угол СВН равен СНВ, так что и сторона ВС 
равна СН. Но СВ равна НК, а СН равна ВК; следовательно, 
площадь СА равноугольна. Далее, она имеет прямой угол, а 
именно, СВК; следовательно, СА’ — квадрат и <построен> на СВ. 
На том же самом основании и /@ есть квадрат и равен <по- 
строенному> на АС; следовательно, СА, / суть квадраты и 
равны построенным на АС, СВ. И поскольку площадь АН рав- 
на НЕ и АН есть прямоугольник между АС, СВ, ибо СН рав- 
на СВ, то, следовательно, ЕН равна прямоугольнику между АС 
и СВ. Следовательно, АН, НЕ вместе равны удвоенному пря- 
моугольнику между АС и СВ. Но СК и [С равны квадратам на 
АС и СВ. Следовательно, СА, [а, АН, НЕ равны квадратам на 
АС и СВ и удвоенному прямоугольнику между АС и СВ. Но СК, 
[С вместе с АН и НЕ суть вся площаль АЁ, которая есть ква- 
драт на АВ; следовательно, квадрат на АВ равен квадратам на 
АС, СВ и удвоенному прямоугольнику между АС, СВ; это и 
требовалось доказать“. 
6. Квадрат суммы. Это предложение записывается так: 


АВз = АС? -- СВ + 2АСХ СВ, 
АВ? = АС? -|- СВ? --2КА АС и СВ, 
ПАВ =пПАС-+ОСВ-2 прям. АС.СВ, 


и огвечает тождеству 
(а 5) —= а Е 2а6 - 69°. 


Так как предложения | и 3 дают правила умножения, то, 
как указывают комментаторы, предложение 4 выводится из них 
путем формальных операций. 

Ешё Шейбель 6) считал, что предложение 4 представляет дву- 
кратное применение первого: 

прям. СА- АВ — прям. СВ. АВ ПАВ, 
прям. СА. СВ = Ц СВ-{ прям. СВ.АВ; 
складывая, имеем: 


О СА=ГАВ--2 прям. СВ. АВ + [1 СВ. 
В современной алгебраической символике имеем 
(а 6) а= а -- а6, 
(а) = а -- 67, 
(а--6) (а 5) =(а- 8} == а? + 2а6 + №. 
6) Зснеире!{и$, Еис41$ зех ИБН рНошз, ВазИеае, 1550, 
сто. 144. 
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Нужно отметить, что предложения, отвечающего формуле 
(а — 6 а? — ав + #2, 


нет даже у Клавия7) и в учебниках ХУП в. Впервые оно по- 
является У Мархетиса 8), а затем только у Лежандра (1752—1833) 
в его «Элементах»> (1794). 

7. Предложение 4 в символике Херигона. Мы везде в 
своём переводе с греческого языка даем риторическую форму 
изложения самого Евклида. Обычно Евклида переводят, переклады- 
вая слова в символы, причём точный смысл текста искажается. 

Евклида, изложенного идеографически, старался дать в пер- 
вой половине ХУП в. Херигон 9). Он им излагался так, что, по 
мнению Херигона, оказывался доступным всем лицам, не знаю- 
щим другого языка, кроме родного. Чтобы расшифровать хери- 
гоновского Евклида, следует иметь перед глазами словарик сим- 
волов: 


-- да 212 равно 

— без 312 больше 

фе между собой 213 меньше 

фФпв а, в Па, 6 прямоугольник, построенный на аив 
П на — _— часть круга 

тк — = сегмент круга 

. есть точка /Л\ треугольник 

Д угол [Г] квадрат 

_| прямой угол С] прямоугольник 

Округ Г) аеб прямоугольник, построенный 
‚ МНОж. ЧИСЛО на ае и 66. 

п не 

Ц и. И или 

— параллельны 


| перпендикулярны 


Словарь сокращений 


Буро{ — гипотеза... предположим, что 
ге — требуется 
детоп${г. — доказать 
вопс1. — отсюда следует 
цифра за чертой — ссылка на раньше доказанные теоремы 
15. 4. 1 — определение 15 «Начал» 
3.а.1 — третья аксиома книги ] 
с. 17.1 — королларий 17 книги | 


1) См. С!аущз, стр. 173 (прим. 5). 
о) Апое!и$ 4е МагсВе|!з, ЕчсНаез геогтафи$, П, 
709. 

9) Нег!сопиз, Сигзиз та фетаЧсиз, т. | сиш ЕисН@$ 
Еетеп@$, |. ХУ, Рапзй$, 1644. 


|“) 
<> 
ь> 
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с. 26. 3 — королларий 26 книги Ш 

1. р. 1. — первый постулат книги [ 
3. | — третья теорема книги | «Начал» 

ргаер. — приготовление, т. е. вспомогательное построение 
раг. — части 


Тогда доказательство предложения 4 книги П напишется 
так: 
Пур 48 ез{ — 
ас — сь $ раг аб 
Кед т Четоп$ и. 
С] ав 212 п ае + Пе6 -- 2 стась 


Ртаер. 46.1 | 24 ез+ [| аб 
1.р. 1 еб езёЁ — 
31.1| с/=ае и ва 
31.1 | 691 = а6 и е4 
Ретопз$И. 

22.4.1| Да, /аеа, а, / аа $0 | 

2.6.29 | Дейю, Д. ефв, / йе} эм | а 

22. 4.1 | ае 212 а6, 

2. с. 32.1| С аеБ ез4 | _| 


2. с. 32.1 | Х аев с __| 


1 
а. 3. 32. 1 С 8е е81 5 —| 


а. 32.1 | Д рае сз _ 


6. 1 | Ме 212 Яе 
6. $ тер 212 }е 
34.1 | её 2]2 Ио 
22. 4.1 | В} ез{[Г] йен ас 
. |. 


6910 ез{[]сь 
3.1.1.а4.2 | Паё 212 СЗ асёв 
43.1 | стах 212 с) 2 
1.2.1 | С124 2|2 166 
19.а.1 | (аа 212 ПА Па 
Сопс1. |  Сза2-- с7 24а 
1.а.9 1 0 @6 212 Пап 8-2 стаеё. 


8. Книга И и обоснование теории отрицательных чисел. Вал- 
лис и другие математики конца ХУП и начала ХУШ в. обосно- 
вывали правила действий над отрицательными числами на основе 
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дистрибутивного закона, относя его и к отрицательным числам 
(а—Вс=ас—6с 
или более общего закона 
(а — с) (6 — а) = а — аа — веса, 


полагая последовательно 


а=0 а=0; 
0, 6—0; 
а —=0, р —0. 


Что же касается самого закона, то он сначала просто по- 
стулировался, но затем его стали доказывать геометрически. 
По образцу второй книги «Начал» положим (черт. 6) 


АС =а Ср=ь АЕ=е @)=а; 


тогда 
СЕ=ар- с, Са =ь—а 
АСРВ = а, АНН = $е — ас | ЕСО! == (а — с) 6 — а), 
НарвВ = аа 
так что 


(а — с) (6 — а) =а6 — аа — ве | са. 


Конечно, таким образом, тождество доказывается только для 
а>сив > 4и во всяком случае при а, 6, отличных от нуля. 
Для того чтобы перейти к общему случаю, необходимо 


сделать скачок, сделать заключение по аналогии, представля- 
ющееся тогда убедительным. 


Но такое доказательство должно ЛД Н 5 


было наталкивать на отрицательные 
геометрические величины; при введении Е / 


Е 
последних полученное тождество уста- 
навливается и в общем случае. 
9. Максима и Минима. Положение 
5 или, что то же, тождество 
ь а—6\2 а-5\? С & р 
а — | — 
+ 2 ( 2 Черт. 6. 


сыграло большую роль в истории максимума и мипимума. У Евклила 
есть три предложения, относящихся к наибольшим и наименьшим ве- 
личинам. Прибмы его решения этого рола задач носят случайный 
характер. Он не замечает даже, что вторая книга даёт основа- 
ние для методов, носящих менее случайный характер. Только 
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математики эпохи Возрождения заметили 10), что предложение 5 
книги |] «Начал» Евклида даёт решение задачи, являющейся ос- 
новной в элементарной теории наибольших и наименьших вели- 
чин: разделить отрезок АВ на две части АС и СВ так, чтобы 
прямоугольник, построенный на АС и СВ, был наибольшим, или 
найти х такое, при котором функция х(а— х) принимает наи- 
большее значение. 


а 
Ответ х—= 5, т.е. отрезок следует разделить пополам. В 


этом состоит 13 лемма Паппа 11) к <‹сечениям отношения и про- 
странств» Аполлония 12). 

Результат этот может быть сформулирован в геометрической 
форме так: из всех прямоугольников с данным периметром 
наибольшую площадь имегт квадрат. 

Отсюда нетрудно вывести (имея в виду, что при одинако- 
вом периметре косой параллелограмм имеет меньшую высоту, 
чем прямоугольный), что между параллелограммами одного 
п того же периметра квадрат имеет наибольшую площадь. 

10. Геометрические тождества. Вторая книга «Начал» Евкли- 
да — это алгебра древних. В дальнейших стадиях эволюции мате- 
матичэской мысли она превращается в современную буквенную 
алгебру. Теоремы книги П «Начал» становятся просто алгебраи- 
ческими тождествами в эпоху арифметизации и алгебраизации 
геометрии. 

Но по мере эмансипации синтетической геометрии, тео- 
ремы книги П и аналогичные им более сложные теоремы снова 
становятся чисто геометрическими теоремами, хотя и в ариф- 
метизированной форме. Они устанавливают некоторые соотно- 
шения между отрезками, но при этом умножение отрезков по- 
нимается в арифметическом смысле — уже не как получение 
прямоугольника, а как получение отрезка, измеряемого произве- 
дением чисел, изме:ряющих сомножители. Такие геометрические 
тождества получают значение по введении в Геометрию отно- 


сительных величин {отрезков АВ со знаком + и — ). 


1, У|пселрхо У!у!апь Ое шах её шшии$ ОСеоте|- 
пае, Ч\УпаЧо т дииат Сошсогит АроПопй Е]огепЧае, 1659, 
кн. |, стр. 163. —Тпошта$ 5: шрзоп, Езза] зиг 1ез тахйта е 
пупа, теор. 1, (е$ 616 тет$ 4е ОвботЕше, Рагз, 1755, стр. 173. — 
ОП егь О! Сеотее пасп |ебепате-бипрзоп-уап 5\шаеп, 
| Тьей, НаПе, 1798, стр. 281. — Р 1 ейаегег, тетр. 1 (см. прим. 5), 
стр. 15. — Ни!!! Пег, Ое геаНопе шиша сарасйа\$ её фетттогит 
Ноигатит, Уатза\ае, 1782, стр. 23. —У. У1ту1апь Ое 10с1$ зоНа15, 
Е]огепНае, 1701, кн. ШУ, стр. 97. 

1) РаррЕ А|ехапЯтг1п СоПесЧопез, еа. НиЁзсп, Вего- 
Ноь 1876—1876. 

12) Аро!1о011:1 Регваеф, Пе зесйопе гаНошз, Шри 4ио, 
Орега, е4. НаПеу, Охошае, 1706, стр. 49, лемма 13. 
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Основными являются мождество Шаля 13) 

и тождество Эйлера 
АВ. СО-- АС. РВ-+- АБ. ВС = 0, 

которое нетрудно установить, проверив алгебраическое тожде- 
т в-дч-д+е-96-я+а-де-ьм. 

Таким же образом проверяем тождество: 
(—96—д-+а—66-—-а=а-—-в а-я @а—6)(е-—а 
и получаем 4-членное тождество 

Аб. СВ СБ . РВ—ВБ. БА СА. БС 
Если снять чёрточки и облечь в евклидову форму, т. е. 


произведения рассматривать как площади прямоугольников, то 
получим теорему Григория Сан-Винценто 


прям. АС.СВ-Р- прям. СО.ОВ = прям. ВО-ОА- прям. ОС.СА 
для четырёх точек на прямой АВСО, причём С, ШО взяты ме- 
жду Аир. 


Для вывода своей формулы Сан-Винценто 15$) прежде всего 
евклидовыми приёмами убеждает в том, что 


кв. АВ = кв. АС кв. СО - кв. ДВ -Н2 прям. АС.-СВ- 
—-2 прям. СО.ОВ, 
что эквивалентно алгебраическому тождеству 
(Но = ее ао -26с. 
Точно таким же образом имеем: 


кв. АВ = кв. ВО кв. ОС кв. СА 
--2 прям. ВО.РА--2 прям. ОС.СА. 


Вычитая общие квадраты и деля пополам, получаем теорему 
Сан-Винценто. 
Если С — середина АВ, то АС = СВ, 


прям. АС.СВ = кв. СВ. 
Но (по 3п) прям. ШОС.СА==прям.0С.ОВ -- кв. СО. 


13) Шаль, Высшая геометрия, пер. Безрукова. — Раре- 
ег, Ехегсез 4е Оботене тшоаегпе, т. [, Райз, 1912. 

14) Би] егиз, УаНа аетоп$. сеотешсае. 

15) Стесот{из 4е Запфо У1шсего. 


20 Евклид 
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А на основании теоремы Сан-Винценто 


кв. СВ -- прям. СО.РВ = 
— прям. ВО.РА-- прям. СО.ОВ - кв. СР, 


откуда 
кв. СВ = прям. АД.ОВ -Е кв. СР. 
11. Тождество и евклидово существование. Положение 6 
следует переводить алгебраическим тождеством: 


а \2 а 2 
е+5ь+ (5) =(5-»). 
а пе тождеством 


Фан -Е а = (а 5), И 


как это делает Гейберг. 

Правда, в выводе остаётся логически не действующим то, 
что АС получается делением пополам АВ; получилось бы то же, 
если было бы дано не АВ, а АС, и АС затем удваивалось бы. 
В формулировку теоремы достаточно ввести лишь условие, что 
АВ вдвое больше АС. 

Но сам Евклид в этом направлении не мог мыслить; сле- 
дует всегда помнить, что для него всё определялось построением. 
Для него отрезок не существует независимо от построения; для 
него мало сказать, что два отрезка существуют и один вдвое 
больше другого. Для него вполне определённо АВ было данным, 
а АС производным, уже получаемым из АВ определённой гео- 
метрической операцией. Переводя на алгебраический язык, мы 


а 
должны АВ принимать за а (а не АС), а АС только за о. 


Но в эпоху Возрождения мысль легко уже превращает тож- 
дество [ в тождество ШП, так как она уже сошла с точки ‚зрения 
Евклида и не понимала его так, как должно понимать. Превра- 
щая Г во П, она уже легко улавливает, что предложение 6 полу- 
чается из 4-го простой дистрибутивной операцией. 

Ангелюс Мархетис 16) выводит предложение 6 из 4-го сле- 
дующим образом (см. черт. к предложению 6}: 


кв. СД = кв. СВ + 2 прям. СВ.ВО -- кв. ВО = 
— кв. СВ -- прям. [СР - СВ].ВР. 
ССВ = СР-+АС= АР, 
кв. СОР = кв. СВ - прям. АД.ОВ. 


По существу всё сводится к соединению двух членов на 
основании дистрибутивного закона в один. 


Но 


и потому 


16) См. прим. 8. 
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Выводы Бресция и Такэ сводятся к замене в тождестзе пред- 


ложения 5 
а—6\2 _ [а Б\? 
6+ (95) = (“>”) 


величины а на а 6: 


+= (5 +)" 


К АВ (черт. 5 текста) прикладывается с другой стороны от- 
резок $4 =ВР ик 5) применяется предложение 5. 

12. Предложения 5 и 6 и квадратные уравнения. Оба 
рассматриваемых предложения интересны в том отношении, что 
из них можно получить решения квадратного уравнения по край- 
ней мере с одним положительным корнем. Некоторые исследо- 
ватели (в числе их следует назвать Нейгебауэра) даже видят 
в этих предложениях геометризованный вывод формулы корней 
соответствующих квадратных уравнений в том виде, как это 
делали вавилоняне. 

Основная задача, из которой в вавилонской математике воз- 
никла теория квадратных уравнений, заключалась в следующем: 

Известны сумма или разность двух сторон прямоуголь- 
ника и его площадь. Гребуется найти эти стороны. 

Обозначая искомые стороны через х и у, мы получаем урав- 
нения 

х=у-—а, дху=65. 


Вавилонский метод решения системы уравнений: 
хфу=а, ху=6 ] 


. а 
был таков: возьмем для хи у среднее значение 5 и посмотрим, 


какую величину 2 надо придать к одному и вычесть из другого, 
чтобы произведение полученных величин равнялось данной пло- 


шали 6. 
Мы имеем 
а а 
(5 +2) (5 2) — р, 
откуда 
2—4 _ 
22 — д | |9 


И 


20% 
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Так как В —= ху, а=х Ку, аг = —^ 


реходит в формулу, выражающую 5 предложение Евклида 


5+ (957) = (55”). 


Точно так же система уравнений 


‚ то равенство П пе- 


х—у=а, ху=Ь Ш 


приводит к 6 предложению Евклида. 
Обозначим через 2 средние значения для Хх и у; тогда 


2 
Это неизвестное 2 мы найдём из уравнения 


(+1) (-9= 


а? 
4 


ха, уг. 


откуда 


22 — 


Ь [У 


а- а а2 а 
*= Ичь+а. у= Ит+»- <. 


Равенство ГУ аналогично предыдущему мы можем представить 
в виде 
хУ\? =) 
= | — ху. 
5) = (75) +5 


Если мы положим х = х’--у, то легко придём к тождеству 


, х’\? х’ 2 
(хНУуУ- (5) = (5 +5) 
которое, как мы видели выше [формула Г комментария 11|, вы- 
ражает 6 предложение Евклида. 


Интересно отметить, что 6 предложение обратимо. 
Если для четырёх точек АСОВ имеет место соотношение 


прям. АД.ДВ -- кв. СВ = кв. СО, . 


то СА == СВ; иными словами, АВ делится в точке С пополам. 
Это положение доказывается Паппом. 
13. Модели к книге П «Начал> Евклида 1). Рядом с пробле- 
мой о наиболее обоснованном логически доказательстве метюо- 


11) Д. Мордухай-Болтовской, Модели ко второй книге 
«Начал» Евклида. Вестник опытной физики и элементарной мате- 
матики, №№ 650 — 656. 
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дикой выдвигается проблема и о наиболее убедительном для 
учащегося доказательстве. 

При решении этой проблемы следует рассматривать всякое 
школьное доказательство как наложение двух доказательств (с 
несовершенством каждого из которых приходится порой ми- 
риться) — интуитивного и логического, взаимно усиливающих 
убедительность друг друга. 

Первое, состоящее из операций резания, наложения и т. д., 
осуществляется подвижной моделью и ей соответствующим про- 
цессом воображения, второе развёртывает силлогизмы, приво- 
дящие к обоснованию этих операций. 


и 1 7 2 9 

Е @ @ | 
ПХ № 
Я в 2 7 29 


а | 


Черт. 7. 


То доказательство лучше, где ясно выявляются оба эти два 
слоя — интуитивный и логический. 

Если снять последний, то остаётся ещё многое; можно увн- 
деть организм интуитивной геометрии, которая развёртывается 
наряду с формально логическим. 

Вторая книга даёт в этом отношении богатый материал. Сни- 
мая логический слой, мы получаем модель (при этом лучше 
всего подвижную), в которой прямоугольники, которыми покры- 
вается одна фигура, переносятся на другую. 

Моделируем 4 предложение Евклида, перешедшее к Ле- 
жандру, которому отвечает тождество ` 


(а-- 6) —= а? + 2а6-- в”. | 
Ставим на чертеже 7, а вместо 


АВС ЕТСЯ ЕНРПО 
123 авс 123 


и читаем обозначение прямоугольников снизу и слева (черт. 7, 5). 


Тогда 
(1313)... @- 5) | (12ав) 
(4а612).. а2 (6623) |...аб. 
(23%с).. 62 
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Модель состоит из: 
1) квадрата (1313) синего цвета, 


2) квадратов (23 66) и (аб 12) синего цвета, 


3) двух равных прямоугольников (12 46) и (6с23) красного 
цвета. 


Операции. 


Наложить сперва (2612) на (РЕНУЛ) так, чтобы углы все сов- 


пали, затем (23Ьс) на (ВС.ЛО), и в свободные части (1246) и (523). 

Следует отметить, что модель 
остаётся в силе и в том случае, 
если мы разрежем переносимые 
прямоугольники на куски. Тогда 
придётся переносить не прямо- 
угольники, а их куски. 

По тому же образцу строится 
и модель предложения 7, отвечаю- 
щего алгебраическому тождеству 
(черт. 8) 


(Но = 42 2(а- - 5ь. П 
Подвижная часть: 


Два квадрата 
синий (1313)... (@--5), 
красный (по 23)... 9? на картоне. 


Черт. 8. 


Подвижной квадрат (1246)... а? красный. 
Прямоугольники: 


синий (2с13) 
зелёный (и96с) | (@- 2) 5. 


Подвижные части модели к предложению 4 можно получить 
следующим образом: вырезать одновременно из синей бумаги 
и бристоля два квадрата, употребив первый как неподвижную 
часть модели. Красный же квадрат для получения подвижных 
частей должно разрезать от одного края до другого перпенди- 
кулярно к сторонам. - 

Но элементы указанной выше модели к предложению 7 та- 
ким образом не получаются. 

Операции эти (Т. е. разрезание картона от одного борта 
к другому, — в настоящем случае квадрата (1313) по 252 и 
арс) дают не целые (ас13) и (и96с), а их куски. Но, как бы- 
ло выше отмечено, этим не расстраивается наша модель, и с 
этими кусками можем провести всё наше интуитивное доказа- 
тельство. 


К КНИГЕ п 311 


При этом мы получаем следующие преимущества: с этими 
кусками (отбрасывая один) мы можем провести и доказательство 
предложения 4. 


Затем вместо цветной бумаги трёх сортов мы можем огра- 
ничиться двумя сортами бумаги, оклеивая прямоугольные куски 


(2613), (иофс) синей, а квадратные красной бумагой. 
14. Квадрат разности и разность квадратов. Предложение 7, 
перевед:иное на язык алгебры, даёт тождество 


(а 2 -- 62 — а +2 (а 5. | 
От этого тождества мы можем перейти к следующему: 
ао =} (а — 2-2 (а 06 
или, если заменим а-- 6 через а: 


22-1 $2 — (а — В) 2аь п 


— равенство, которое заменяет у Евклида нашу теорему о квал- 
рате разности. 
Таким образом, модель к предложению 7 даст также и на- 
глядное доказательство тождества П. 
У Евклида нет в ясно выражен- 
ной форме тождества 


(а — 6) — а? 9 — 245. Ш 


Может быть потому, что Евклид не 
допускал операции переноса членов 
с обрахным знаком из одной части 
равенства в другую. 

Доказательство тождества П мо- 
жет быть проведено на следующей 
модели (черт. 9). 

На неподвижный синий квадрат 
(1313), соответствующий 42, вместе 
с красным (1923), представляющим 62, 
накладываются перевёрнутые вверх 
неоклеенной стороной прямоугольни- 
ки (2613) и (Всио), изображающие каж- 
дый 06, тогда оставшаяся незакрытой часть квадрата будет 
представлять (а — 6). 

Таким же образом мы можем изобразить на модели и тож- 
дество 


Черт. 9. 


ев (а-р=а— в. ТУ 


Берём синий неподвижный квадрат (1313), дающий а?, и кроме 
того, подвижные: цветной квадрат (6623), соответствующий 82, 
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и красный прямоугольник (14а4), представляющий (а 
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5) (а—5) 


и состоящий из двух отдельных кусков (13Зас)и (34са) (черт. 10). 


7 2 


Черт. 10. 


Перенеся часть (34с4) в поло- 
жение (2612) и добавив перевёрну- 
тый вверх белой стороной квадрат 
(6с23) (чтобы показать вычитание), 
мы наглядно обнаружим, что 
42 — 6? (т, е. (1313) без (6с23)) да- 
ют (а 5) (&— В, т. е. (14а4). 

15. Диагональные числа. 
Интересно отметить, что предло- 
жение 9, которое выражается то- 
ждеством 


а--В\2 а—6\2 _ 42 -- 6? 
и) =", 


Евклид доказывает совершенно иначе, чем предыдущие предло- 
жения (4—8); действительно, в этом и следующем предложениях 


он пользуется теоремой 
Пифагора, которая, ме- 
жду прочим, совершенно 
не является для этого 
необходимой. 

Наиболее простое 
объяснение этого факта 
таково: составляющие од- 
но целое предложения 
4, 7, 8 являются вспомо- 
гательными для вывода 
предложений 12 и 13, 
которые были известны 
ещё Гиппократу Хиосско- 
му и, таким образом, 
принадлежат к древней- 
шим частям «Начал». 

Что же касается 
предложений 9 и 10, то, 
как это было выяснено 
сравнительно — недавно, 


[и 
(2 р, 
&; 
20 0, 


—————м——— 
2; 


Черт. 11. 


они принадлежат самому Евклиду и даны им в качестве необхо- 
димых лемм для построения теории так называемых диагональ- 


ных чисел. 


Диагональными называются числа, получающиеся по следую- 
щему закону. Отложим на сторонах прямого угла по отрезку а 
‚черт. 11) и соединим его концы диагональю 65. Возьмём для этих 


чисел приближённо 
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Если мы повернём наи: треугольник Так, чтобы гипотенуза 
его легла соответственно и на горизонтальную и на вертикальную 
стороны прямого угла, и соединим концы полученных отрезков 
а--Ь, то найдём новую пару диагональных чисел 


а = щи =2, в =2%4 +В =5. 

Продолжая поступать таким образом дальше, найдём третью пару 
а =@-- 9—5, 6, —=2а +В =7Т, 

затем четвёртую пару 
аз = а 6.—=12, в—=2а += 


ав — а 0и— би =2аи— Е Ви. 


Числа а„ суть так называемые боковые, в„ — диагональные числа. 
Числа ан и 6, связаны соотношением 


92 — 242 — (— 1741, 


и т. д. 


Действительно, 
( — 2а2 — (24—11 Ви) — 2 (аи 0,1) = 24. _ 


ЕН оС 


2 
1 и = 


—1 


1 ® 
Продолжая, найдём аналогично: 


2 2__ 2 2 
5, — а, = (— 12 (62 — 2 _ 
—=(— 186% „— 22, = 
—(— 1)^ (62 — 242). 
Поскольку же 
бо — 290 =1—2=-1, 


наша теорема доказана. 
Если 6, и @„ достаточно велики, то можно положить 


2 о 2 
5, —2а,„, 


откуда получаются приближенные значения для У 2 


5 бп 


= —— . 


Ч п 


В своём «Ге Ёерге уог 4еп Кезе!5сниЩеп {п АНейит» (1886) 
Цейтен высказал предположение (стр. 27, 28), что 9 и 10 предло- 
жения Евклида имеют связь с теорией диагональных чисел. 

Если в выражающей предложение 9 формуле 


АБ?- ОВ? =2АС? + 2С [2 


314 КОММЕНТАРИИ 


ПОЛОЖИТЬ 
Ср=х, ОВ =у, то АС=СО--ОВ=х-Ну. 


Переписав нашу формулу в виде 
АР? — 2АС* — — (РВ — 2023), 
(2х у) — 2 (х Ну) = — (2 — 247). 
Если х и у— числа, удовлетворяющие условию 


получим 


2х2 — у? — = |, 


которому подчиняются определённые нами диагональные числа, 
то 2х Туи лх-Ру будут как раз следующие за хи у числа в об- 
щем ряду диагональных и боковых чисел. Таким образом, 
9 предложение Евклида есть не что иное, как геометрическое до- 
казательство основного свойства диагональных чисел. 

Догадка Цейтена блистательно оправдалась после опублико- 
вания комментария Прокла на «Государство» Платона (Ртос1Ь 
П1адосШ ш Р1а\ош$ Кетриб!!сат соттепёатй, Теипег, 1901, уо1. |). 
В этом комментарии Прокл говорит (ст. 27), что «свойства боко- 
вых и диагональных чисел доказаны геометрически (уроцихес — 
на линиях) во 2-й книге Элементов им (ап‘ёхиуоо — очевидно 
от’Ебх)={000}», после чего приводится текст 10 предложения Ев- 
клида. Таким образом, принадлежность Евклиду доказательств 
предложений 9 и 10 можно считать вполне установленной. 

Это обстоятельство вполне объясняет отличный от предыду- 
щих метод доказательства предложений 9 и 10. Если бы мы по- 
желали моделировать евклидово доказательство предложения 9, 
то вместо подвижных элементов прямоугольника нам пришлось 
бы взять элементы треугольника, причём модель получилась бы 
довольно сложной. Если формулу 


че 


представить в виде: 


т) +95”) =2{ (3) (3) }. 


то можно и для этого тождества построить модель рассмотрен- 
ного выше типа. 

16. Доказательства предложения 9. Эта теорема не только 
доказывается теми приёмами, которыми доказаны предложения 
1 —8, но можно даже собрать целую коллекцию этих доказа- 
тельств. 

Мы приведём прежде всего доказательство Клавия 18), вполне 
геометрическое и вполне отвечающее предложению 8. Для него 
и чертёж берётся тот же, что и для предложения 8. 


18) См. Са\1из, стр. 187 (прим. 5). 
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Для краткости квадраты и прямоугольники обозначаем ци- 
фрами и детали доказательства оставляем читателю (черт. 12). 


(1245) — (1) + (5) - (4) + (2) = 


= (1) = 2(5) - (6) + (2), 
Так как 
(4) == (5) - (6). 
Далее, 


=(И--2 (5) + (6) + 91+ @= 
=(0 +26) ++ @= 
—=2(0-+205)=2((1) + (5) 


что и доказывает предложение 9. 

Существует ещё много дока- 
зательств предложения 9, ‘но они 
в геометрической форме только Черт. 12. 
развёртывают формальные опера- 
ции, приводящие раньше доказанные тождества к тождеству, вы- 
ражаемому предложением 9. 

Мы даём только алгебраические эквиваленты, предлагая 
чигателю облечь их в геометрическую форму. 

4-е доказательство Клавия 19); положим (черт. 9 к предло- 
жению 9) 


а4=АР=а-ь, АС=Ь, СР =а, ОВ==е, Ар — а, СВ =с = 
42 — (а -- 5) == а? -- 62 -- 2а6 -= а? | 9? -| 25а, 
42 -- 2? — а? -- 6? -- 2са -- ез. 


Но по предложению: 7 книги П 


2ас -- её == с? -- а? = 92 -- а? 


и 
42-е? — 2 (22 | 2). 
Доказательство Жильберта: 
42 | е2 - 2еа = (а -- ге) —= 462, 
262 — 2е4 |- 24? (предложение 5 книги П]). 
Отсюда 
42 -- г? -- 262 -- 2е4 = 442 -- 2еа -|- 2а?, 
и, наконец, 


42 -|- е2 — 262 -|- 202 —2 {22 -- 19°). 


19) Там же, 
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Сложность этих выводов объясняется тем, что они не поль- 
зуются тождеством 


(а — 6) — а? —2а6 №", | 
которого нет у Евклида по причинам, нами указанным в (14). 


Его у Евклида заменяет предложение 7, которому отвечает 
тождество 


ао =2а-- аи, 
которое приводится к виду 
а? -- 92 — 2ар | (а— 5). 
Отсюда до | один щаг — операция переноса 248 с изменён- 


ным знаком в другую часть. Но шаг этот и не делается. 
Если же шаг этот сделать, то дело окажется очень просто: 


2— (а 5)? —= а? 5? -- 2а6, 
е? — (с — 6) — (а — В)? —= а + 5? 


2аВ, 
откуда 


42-е? — 22 | 62 -- 92 -- 6—2 (42 6). 


Командинус, а за ним Клавий этого не делают, а поступают 


так: 
62| 22 — 2ар | е?, 
так как 
е—=се—б—а— 6. 
Далее, 


2 (62 -- 42) = а? -Н в -- 2а6 + е — (а + В е? == 42 -- г. 


17. Принцип непрерывности и тождества. Эта же теорема 
в настоящее время может служить иллюстрацией принципа не- 
прерывности Понселе 28), гласящего, что если некоторое поло- 
жение имеет место, когда некоторые величины а, В, 1... не обра- 
щаются ни в нуль, ни в бесконечность, то положение остаётся 
в силе и когда эти ограничения сняты. 

По существу в первой части этот принцип устанавливает 
возможность перехода к пределу с сохранением всех тех свойств, 
которые остаются при изменении. 

С помощью теоремы Пифагора доказывается известная фор- 
мула: 


АБ? + ВР? = (ОС? + АС?, 


где ДС — медиана ЛХ АВО, соединяющая вершину 0 с середи- 
ной С стороны АВ; затем деформируем треугольник так, чтобы 


6 2) Ропсе|е\ф, АррИсаНонз 4’Апа!узе е 4е Овотеше, Рагпз, 
1864. 
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точка /) оказалась на прямой АВ. Тогда мы получим евклидово 
9 предложение. 

Такой приём возможен при. выводе более сложных геоме- 
трических тождеств, например, тождества Стеварта 21) 


РА?.ВС + РВ?.СА-- РС?.АВ + ВС- СА. АВ == 0 (черт. 13); 
в нём можно убедиться, выверяя алгебраическое тождество: 


(а — ре — В — раб 9-е — р)? —а)-+ 
(с — 5) (@— с) (6 —а)=0. 


Но к нему можно прийти, доказывая с помощью теоремы 
Пифагора теорему, выражаемую тем же равенством для треуголь- 
ника АВР и прямой РС, проведён- 
ной к основанию, и используя прин- р 
цип непрерывности. 

18. Теорема Пифагора и тож- 
дества. Постулируя взаимно одно- 
значное соответствие между геоме- 
трическими величинами и числами, 
мы можем видеть в предложениях 
П книги доказательства алгебраиче- 
ских тождеств, имеющих значение /7 (А |. 
для всякого рода геометрических Черт. 13. 
величин (а не только для отрезков). 

Эти тождества вовсе не предлолагают аксиому параллель- 
ности, а только аксиомы непрерывности. 

.Но Евклид оперирует с прямоугольниками, которые строятся 
только на евклидовой плоскости и, таким образом, положения, 
не зависящие от аксиомы о параллельных, доказываются с по- 
мощью последней. 

В 9 же предложении мы имеем вывод алгебраического тож- 
дества с помощью теоремы Пифагора, и не абсолютный харак- 
тер доказательств здесь выступает еще резче. 

Здесь интересен обратный путь, по которому пошли некото- 
рые математики. 

Конечно, теорему Пифагора нельзя вывести из тождеств, 
так как она зависит от аксиомы о параллельных. Но тождества, 
эквивалентные теоремам П книги, упрощают доказательство тео- 
ремы Пифагора. Такое упрощение доказательств теоремы Пифа- 
гора получим, если пожелаем логически обосновать интуитивное 
доказательство индусского математика Бхаскары (1114 г. н. 5.). 


21) О Стеварте см. Маг:е, Н15юше 4ез з4епсез та й6таЧ- 
4иез, т. УШ, стр. 240. Теорема, видимо, принадлежит Р. Симсону. 
ИцегтёФаме 4ез та., 1908, стр. 160. — См. также Раре {ег 
{прим. 13). 
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В квадрате, построенном на гипотенузе с прямоугольного 
треугольника 22), внутри оказывается квадрат, построенный 
на разности катетов а — (черт. 14). 

Мы имеем: 
Г. 


61 — 47 -- (— Ь)2, 


И достаточно использовать 
тождество 


(а — 5) — а2 — 2а6 -- 67, 
чтобы получить 
2 — а? -| 6? 23}, 


19. Коллекция  доказа- 

тельств предложения 10. Об 

р этом предложении следует ска- 

зать то же, что о девятом. 

Черт. 14. Прежде всего оно доказывается 

общим приёмом и нет необхо- 

димости прибегать к теореме Пифагора, как это делает Евклид. 

Мы приводим доказательство Пелетария, причём опять, как 

в предыдущем комментарии, пользуемся теми же обозначениями 
и детали оставляем читателю. 


123456789) = (7) + (2356) -- (14) + (89). 
Но (14) = (25) = (5) + (2) = (7) + (2) (черт. 15). 89) = (56), поэтому 
(123456789) —=2 (7) + (2356) -| (2) -- (56) =2 (7)- (2536) -Е (256). 
(123456789) -- (3) =2 (7) + 2 (2536) = 2 [(7) - (2356), 


а это и выражает предложение 10. 

Существует ещё другое аналогичное доказательство евкли- 
дова типа (5-е доказательство Клавия). 

На чертеже квадрат, в котором равные квадраты (3) и (6), 
(8) и (11) (черт. 16). Мы имеем: 


кв. АД + кв. ВО = (4568911 12 13) + (3) 


с 


кв. АС -|-- кв. СО —= {11) -- (5689); 
как в предыдущем доказательстве, 
(45689 11 12 13) =2(11) - (5689) + (589). 


22) См. прим. 17. 
28) Литцман, Теорема Пифагора, Одесса, 1912, второе 
изд., 1935. 
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Но (3) = (6), вследствие чего 
кв. 4) + кв. ВО =2 (11) -- 2 (5689) =2 [кв. АС | кв. СБ]. 


Большинство многочисленных доказательств сводится опять, 
как для предложения 9, к алгебраическим формальным операциям, 
облечённым в геометрическую форму. 


Точный перевод предложения 10 на алгебраический язык: 


ао | [@\8, [а 2 
Перевод Гейберга: 
(2а -- 6) -- 2—2 [42 + (а В]. П 


Математики эпохи Возрождения [ приводят к П (4-е доказа- 
тельство Клавия). Положим (черт. 16) 


а — АС = ВС, 
в — ВО = ДЕ, 
се=а-+ь—= Ср, 


а=а-е=АДЩ. 
Тогда 
42 — (а | с}? == с? -- а? 2ас, 
42 -- 63 — а2 -- 62 -|- ас - 6. 
По 7 предложению книги ИП, помня, что е =а-- 6, 
2са -|- 62 — сё | а?, 
и окончательно 


2 (62 а2). 
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Аналогичны этому и доказательства Барроу, Коммандино и вто- 
рое доказательство Клавия. 

20. Книга П Евклида и Гетальди **). Геометрическая алгебра 
евклидового типа была в употреблении даже при наличии число- 
вой алгебры. Формулы последней выводились геометрически при 
помощи построений, аналогичных теоремам книги П Евклида, 
и потом облекались в форму буквенной алгебры. В таком виде 
мы находим их в начале ХУП в. у итальянского математика 
Гетальди. 

Он пополняет книгу П Евклида выводом предложения о квад- 
рате, построенном на разности. Он пишет результат в символике 


Виеты 
А— В ш зе АО-- ВО —ВтА.2 ] 


(АО это А?, ВшА это А.В, А—Вщзе это (А — В), коэффици- 
ент пишется на последнем месте, знака равенства еще нет), под 
| он подписывает 


А-- В ш зе АО--ВОВ шА.2 П 


и заключает, что по вычитании остаётся 
ВтА-4. 
Мы всё это выражаем так: 


(а 6) = а2-- 2а6 | >, 
(а — 6)2 —= а — 2а6 | В?, 
(@-- 5) — (а — В)? —= 4946. 


Затем он выводит тождество 
(а 8) - (а —- 6)? = 2а2-- 26. 


Получаемые им тождества позволяют ему решать задачи, 
подобные заключающимся в предложении 11 книги П. 

Так он решает задачу: разделить данный отрезок так, чтобы 
прямоугольник, построенный на частях, равнялся квадрату, по- 
строенному на разности частей. Задача эта приводится к уравнению 


(а — хух —= (а — 2х). 


21. Общая формула для решения квадратного уравнения. 
Задача на проведение золотого сечения приводит алгебраически 
к квадратному уравнению. - 

В начале существования буквенной алгебры общая формула 
квадратного уравнения 4х? -- рх —=а, р_> 0 выводилась геометри- 
чески. Таким доказательством пользуются Виета и Ренальднни. 


4) Спета!4:, Пе гезо!иНопе её сотроз#опе ша\Шетайса 
НЫЕ аишоаце, Котае, 1640. Чег!сп, Еше Зе иБег &е ЕпЕ\- 
ске]ипо ег Апа!у{. Сеотее штЁй Вегйск эс ИИсипо ешез \егкез 
Чез Майпиз Неа]. Раррь СоЙесЧопез, леммы 22 — 26, 
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Пусть имеем (черт. 17) какие-либо отрезки АВ =хи АЦ =р; 
на перпендикуляре СЁ откладываем СЕ = АВ, проводим В[ || В 
и АК || СБ; получаем квад- 
рат ВК, равный х’ и прямо- и / м 
угольник ЕА, равный рх, ” 
образующие вместе прямо- 
угольник ВЕ. Разделим АЦ 
пополам в точке О и про- Ё 74 [ 
ведём ДН || СЕ. В пере- 
сечении ДОН и диагонали 
ВК получаем точку ПН. 
Достраиваем квадрат ВЯ. 
Прямоугольник ВЕ, рав- 
ный х?-ф-рх, равен гномо- 
ну РОВМ/К; по условию 
х? -- рх = 9, так что гномон- 
равен 9. Но квадрат АН 


построен на РК = ДА = -Р. Черт. 17. 


2 
р \* . 
и равен (2. . Гномон же вместе с квадратом АН даёт квад- 


-@ р Я В 


рат ВН, построенный на вр=х+ 5 . Таким образом, 


(+5) = (2) + 


-ИЮ 


При построении такого доказательства образцом взята книга 1] 
«Начал». 

22. Остроугольные треугольники. Евклид опрэделяет остро- 
угольный треугольник как тахой, у которого все углы острые, 
между тем как это предложение предполагает только то, что 
первая сторона должна быть против острого угла. 

Многие комментаторы подчёркивают, что здесь термин остро- 
угольный следует или понимать в новом смысле или же его со- 
вершенно выбросить. 

Следует отметигь, что эта теорема, так же как предыдущая, 
но только в другой форме, приводится в «Данных Евклида». 

Утверждается, что если в треугольнике дан острый угол, 
то также дано и отношение к квадрату стягивающей этот острый 
угол прямой АС, того, на что квадраты на АВ и ВС больше удво- 
еяного прямоугольника на СВ и ВО. 

23. Чисто геометрическое доказательство обобщённой те- 
оремы Пифагора. По существу, евклидово доказательство пред- 
ставляет формальные операции над алгебраическими тождества- 


ИЛИ 


21 Евклид 
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ми, представленными в геометрической форме; оно легко алгебра- 
изируется и тогда превращается в обычный вывод обобщенной 
теоремы Пифагора с помощью алгебраических преобразований. 

Григорий Сан-Винценто даёт довольно сложное, но уже чисто 
геометрическое доказательство. 

Я приведу его только для случая острого угла В треуголь- 
ника АВС. По тому же образцу можно построить доказательство 
и для тупого угла. 


1 


Черт. 18. 


На сторонах АС, ВС, АВ, как и в евклидовом доказательстве 
теоремы Пифагора, строятся квадраты АСРО, ВСНГ, АВКИ 
(черт. 18). 

Опускаются из вершин А, В, С перпендикуляры на стороны 
и продолжаются до пересечения с противоположными сторонами 
квадратов в М, М, (0. 

Проводятся прямые РЛ, БС, АН, СЕ. Тогла совершенно так же, 
как при евклидовом доказательстве теоремы Пифагора, выводим. 
прям. АСМО=2ЛАСВ =2А\ АЕС = прям. АЁОЕ; 
прям. СЕМО =2ЛСР8 =2.А СНА = прям. СИМО. 


Тогда квадрат АСЕ = прям. АЁОЕ + прям. СНМР = квадр. 
АВГК-Р квадр. ВСН — прям. ЕВОК — прям. ВОМ/. 

Но прямоугольники ЕВОК и ВОМГ равны друг другу. Дей- 
ствительно, проведя прямые СК и А/ (они не показаны на чертеже}, 
мы получим два треугольника САВ и 4/В, которые равны друг 
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другу; это докажем так же, как в евклидовом доказательстве те- 
оремы Пифагора. Прямоугольники же ЕВОК и ВОМ! вдвое больше 
треугольников САВ и АГВ соответственно. Итак, 


квадр. АСРА —= квадр. АВК -- квадр. ВСН!— 2 прям. АВ.ВЕ, 
т. е. 
АС? — АВ? -|- ВС? —2АВ.ВЕ 


АС? = АВ? + ВС*—2ВС.ВР. 


24. Псевдогеометризованное доказательство. Геометризация 
евклидовых доказательств предложений 12, 13 производится ком- 
ментаторами так, что в чертёж вво- / й 
дятся все квадраты и прямоугольни- 
ки, с которыми производятся фор- 
мальные операции в таких конфигура- 
циях, что из них видны все форму- 
лы, через которые идут эти опера- 
ции. По существу, эти конфигурации “ 
ничего не прибавляют к евклидову до- 
казательству, и если евклидово дока- 
зательство не считать чисто геометри- 
ческим, то эти доказательства следует 
признать лсевдогеометрическими. 

Я привожу такое доказательство 
только для острого угла (черт. 19). 

В Л АВС опускаем на оспова- 
ние ВС перпендикуляр АДР и строим Е 
на высоте квадрат АДНГ, а на осно- 
вании квадрат ВСЁЕЁК, и последний раз- Черт. 19. 
деляем так, как это делает Евклид при доказательстве предло- 
жения 4. На ВР строится квадрат ВОЁМ, а на СРО квадрат 
ММОЕ. 


ИЛИ 


АВ =6/1-- [Р по теореме Пифагора, 
С ВС= №4 + СЕ-+ 16. 
Поэтому 
0 48+ 0 ВС= Ма + 21+ СЕ 16-4 1Ь=мМа-+ БГ ЭС, 


так как [С = СМ (по предложению 43 книги Ги [О + СМ =С1. 
Но [1АС= МС --О1! по теореме Пифагора, так как 
МС —= 1 СР. 
В результате 


[48+ 8ВС==[П АС-+- 2СЕ = АС--2 прям. ВС.ВО, 


так как В[ = ВО. 

25. Сумма квадратов диагоналей. Из обобщённой теоремы 
Пифагора выводится очень просто, что сумма квадратов диаго- 
налей параллелограмма равняется сумме квадратов его сторон. 
Эта теорема была следующим образом обобщена Эйлером. 


21* 
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Для всякого четырёхугольника АВСР имеем: 
АВ? -- ВС*  СРё-- РА? — АС? -- ВР? -- 4Е РЁ, 


где Е — середина АС и Р — середина ДВ (черт. 20). 
Теорема Эйлера проще всего выводится из теоремы, принад- 


Г 


д 


Черт. 20. Черт. 21. 


лежащей Аполлонию. В треугольнике АВС проведём медиану 
АС к середине С стороны ВС; тогда: 
АС? -- АВ? —2 (АС? -- ВО?) (черт. 21). 


В настоящее время эта формула служит для определения 
медианы треугольника по сторонам; она выводится, пополняя 
треугольник ВАС до параллелограмма ВАСР. 

Если АД [| ВС, то имеем: 

АС? — АР? -- СР», 
АВ? — АР? -|- ВР», 


АС? -|-- АВ? —=2 АР? -- СР? -- ВР». 
По предложениям 9, 10 книги П СР? -- ВО? =—=2ар3 -- 20В:, 
и поэтому 
АС? -|-- АВ? —2АО? -1|- 22? -|-- 2482 —=2АС? -- 20В?. 
Теорема Эйлера выводится следующим образом: 
По доказанной только что теореме 
АВ? -- ВС* = 2 АЕ? -|- 2ВЕ?, 
Ср»? -- РА? —=2 АЕ? -- 2022, 
АВ? -|- ВС? -- СР? -- РА? =4АЕ? -|- 2 (ВЕ? -- ОЕ?). 


и поэтому 
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Далее, из треугольника ОЁЕВ, где ЕР — медиана, 
ВЕ? -- ОЕ? —= 2) -- 2ЕЕЁ* 
и окончательно 
АВ? -|- ВС*-- СР? -+ РА? —= 4 АЕ? -|- 4)? -- 4ЕР?2 = 
— АС? -- ВОЗ-|- 4ЕР*. 
26. Сводка алгебраических формул, выражающих теоремы 
книги |. 
1. а -е-- а) = ав т ас- аа, 
П. в -Не=ар-аь-Р ас = а?, 
Ш. а ра=аь-| а?, 
ГУ. (а- 5) = 2 92 -- 2а6, 


у. 6+ (9-° о —'= (2+2) 
1. ИИ 


УП. (а-- 5)2- 22—=2(а-- Ва-- 2, 
УШ. 4 (а Ба 5 —=[(@а--а1?, 


1Х. а2- 62 —2 |(—°) + (-ь) |, 
Х. (2а + 53-52 —= 2 [а -- (а + 5}. 


27. Стереометрические аналогии книги ПН «Начал». Стерео- 
метрические аналогии теорем книги П пытается дать Каваль- 
ери25). В «Геометрии неделимых» он даёт геометрические 
теоремы, выражаемые равенствами: 


(а— 5) а2—=а(а— Ба, (1) 
(а ни Ь) 42 — а26 -- а3, (2) 
(@-- 5) =а(а О -Ь(а-- 9, (3) 
аромат @-- 20, (4) 
(а 5)3 —= а3 -- 23 -- 3а25 -| За”, (5) 
ав (2а — 5} фа (а — 6) == а, (6) 
(а 5) (2а-+ ры --{а- 5) а2—=(а- 5}. (7) 
В «Опытах» он даёт ешё более сложное тождество 
а--ь \з ао (а—6\2 
а (“-°) +6 2 (=). (8) 


Но только простейшие (1), (2), (3), (4), (5) моделизуются. Вывод 
же других сводится к алгебраическому выводу, но только в за- 
маскированной геометрической форме. 


5) Кавалье ри и, Геометрия неделимых, пер. и коммент. 
Лурье, М. — Л., 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ Ш 


1. Радиусы равных кругов. Первое определение книги Ш 
на первый взгляд представляет нечто несущественное. А между 
тем около этого определения сосредоточиваются многочисленные 


комментарии. Некоторые 
комментаторы, как, напри- 
И. & мер, Тарталья 1) и Борелли 2), 
относят это определение к 
72 
62 / Е аксиомам. 


Другие же видят в нём 
теорему, требующую дока- 
зательства 3). При этом до- 

Черт. 1. казательство ведут методом 
наложения (черт. 1). 

Налагается один круг на другой, так что центр С попадает 
в центр Ги диаметр АВ идёт по диаметру ДЕ. 

Тогда, взяв НС и ГЦ под равными углами к диаметрам АВ 
и ОЕ, получим при наложении совпадение СН с ГС, а затем 
(вследствие равенства радиуса) и точки Н с С. 

Этот вывод, правда, ведётся с помошью евклидова метода 
наложения, но совершенно не в духе самого Евклида. У Евклида 
при наложении треугольника на треугольник устанавливается 
совпадаемость конечного числа элементов, а именно, троек вер- 
шин и троек сторон, которые совпадают вовсе ле по точкам, 
а целиком, в силу аксиомы 9, по которой две прямые не заклю- 
чают пространства. 


1) Тагцас 11а, ЕисНае Чгадойо, стр. 37. О нём Саптог, 
Уогез., т. 2, стр. 484. 

2) Воге|1ц$, ЕисИаез$ тезИщиз, стр. 63, 1679. 

3) Апре!ц$ А4е Магспе{!з, ЕисНаез геогтаёиз, 1709. — 
Коп!5, Еетета ЕисИа1$, стр. 91. —Р1ау{Та1т, Е!етеп1$ 01 
Сеотену, стр. 374. — В1111пб$1еу, Тве Еетет$ оЁ ЕисНа, 
стр. 10. 
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А здесь мы устанавливаем совпадение бесконечного множе- 
ства точек, т. е. вводим никогда не завершающийся процесс. 

Нужно отметить, что в своём определении Евклид мыслит 
не только то, что если радиусы равны, то равны и круги, но 
и обратно — если круги равны, то равны и радиусы. Некоторые 
комментаторы (Клавий, Оронс Финей, Борелли, Битонто 4), Кан- 
далла 5), добавляют в связи с этим, что круг больше, если радиус 
больше, и меньше, если радиус меньше. 

Таким образом, рассматриваемое определение Евклида имеет 
и явный аксиоматический оттенок. 

2. Касательная. Мы определяем д 
касательную как предел секущей, 
проходящей через две точки М и м 
М; при сближении М, © М. 

До установления понятия преде- . 
ла в д’аламберовском смысле каса- — 
тельная определялась как прямая, 


‚. 
Черт. 2. Черт. 3. 


проходящая через две бескочечно близкие точки М, Мь, причём 
расстояние ММ, мыслилось как актуально-бесконечно малое. 

В учебнике элементарной геометрии эти определения не мо- 
гут быть проведены, так как о касательных приходигся говорить 
много раньше введения в геометрию понятия предела, трудно 
усваиваемого на этой ступени обучения. 

Лежандр 6) даёт определение не касательной вообще, а ка- 
сательной круга: прямая, имеющая только одну общую точку 
с окружностью. 

Такое определение, конечно, не согласуется с тем понятием 
касательной, которым пользуются в анализе. Касательная как 
предел секущей может касаться и вместе с тем и пересекать 
кривую (черт. 2). 

Здесь следует отметить, что евклидово определение касатель- 
ной отнюдь не совпадает с современным. В конце острия М, 
по Евклиду, всякая прямая будет касательной к кривой, между 
тем как, по-нашему, только одна прямая МГ (черт. 3). В четвёр- 
той книге Евклид определяет вписанный в круг многоугольник 
как такой, углы которого касаются окружности (вместе с тем 


{) Ч 1ог4апо а! В!+опфо, ЕисНае гезН що, 1670, стр. 101. 
5) Сап4а!1а, ЕисНа:$ Е!етеша, 1611. 
$) Лежандр, Элементы геометрии, 1887. 
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они касаются и касательных к кругу, причём остаются касатель- 
ными при различном наклонении к этой касательной). 

Взяв вместо круга дугу кривой, которую прямая пересекает 
только в одной точке, мы должны были бы, по Лежандру, назвать 
её касательной, причём таких касательных было бы бесконечное 
множество. 

По Евклиду же, это не были бы касательные, так как они 
пересекали бы дугу. 

То же следует сказать и об определении касающихся кругов. 

3. Расстояние точки от прямой. С современной точки зре- 
ния Евклиду следовало бы определить расстояние точки от 
прямой как длину перпендикуляра, опущенного из этой точки 
на прямую. 

Евклид не даёт не только определения расстояния точки 
от прямой, но даже расстояния центра круга от прямой; он оп- 
ределяет только прямые равноотстоящие и неравноотстоящие 
от центра. 

Евклидово определение имеет описательный и вместе с тем 
и аксиоматический характер. В данном случае «ближе» и «дальше» 
мыслятся как понятия простые, сами по себе ясные, принимаемые 
без определения. Затем не вообще, а толь‹о для круга ищется 
признак, по которому можно судить о равной или неравной 
удалённости хорд. Это даётся сравнением перпендикуляров, опу- 
щенных из центра на хорды. 

4. Угол сегмента. Это определение при историческом ана- 
лизе имеет очень важное значение. 

Здесь совершенно определённо выставляется, как предмет 
геометрического исследования, смешанный угол, образуемый пря- 
мой и кривой. Сегмент имеет две стороны: одну прямую, дру- 
гую кривую, и два угла. 

Бесспорно, что до Евклида эти смешанные углы играли зна- 
чительно ббльшую роль, чем у Евклида, и постепенно выходили 
из употребления. У Аристотеля есть доказательство предложения 5 
книги | «Начал», в котором он оперирует смешанными углами. 

Подобными сегментами у Евклида называются те, в которых 
заключаются равные углы (по-нашему, в которые вписываются 
равные углы). Это второе определение должно быть оправдано: 
следует доказать, что все вписанные углы равны (что, между 
прочим, не имеет места в плоскости Лобачевского); это Евклид 
даёт только в предложении 21. 

5. Аксиоматическая проблема апагогического доказа- 
тельства. ‘Го, что центр круга лежит на перпендикуляре, вос- 
ставленном из середины хорды, Евклид доказывает алпагогц- 
чески. 

Роберт Симсон7) старается убедить в том, что это положе- 
ние и не может быть доказано прямым путём, а только апаго- 
гически. 


7) К. $1 шзоп, Еис!141$ @ет. Ной. зех. 
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Таким образом, он наталкивает на аксиоматическую проблему, 
которую мы ещё не умеем решать. «Даны аксиомы А, В, С, р 
и дано вытекающее из этих аксиом положение Р; можно лиР 
вывести из А, В, С, р прямым доказательством?» Иначе говоря, 
необходимо ли использовать вместе с А, В, С, 2 ещё логическую 
аксиому ‹исключённого третьего» 8). 

Р. Симсон говорит, что кроме определения круга, мы не 
имеем никаких других признаков, из которых могли бы извлечь 
доказательство, исходя же из определения круга, мы не можем 
рассуждать иначе, как приведением к абсурду. 

Другие комментаторы не убеждаются доводами Симсона. 

Однако Компано, Кетий, Берман, а за ним Камерер 9) исходят 
из предложения 26 книги | (/ А= / В, АС =СВ и углы при С 


И р а 


Черт. 4. Черт. 5. 


прямые) и доказывают (черт. 4), что все точки на перпендику- 
ляре СО равноотстоят от А и В; из этого, однако, не следует, 
что все равноотстоящие точки, и в числе их центр О, находятся 
на этом перпендикуляре. 

Чтобы доказать, что СО — геометрическое место всех таких 
точек, необходимо рассмотреть точку вне СО и доказать приве- 
дением к абсурду, что ей это свойство не присуще. 

Томас Симпсон 10) доказывает эту теорему прямым путём, 
соединяя О с серединой АВ и прибегая к третьему случаю 
равенства треугольников. 

О действительно оказывается на перпендикуляре СО к АВ, 
но использование закона исключёенного третьего здесь отодвинуто 
к началу, так как то, что в С можно восстановить только один 
перпендикуляр, доказывается алагогически. 

Так же дело обстоит и с предложением 2. 


89 Д. Мордухай-Болтовской, Ненатуральное доказа- 
тельство в прошлом и будущем, Математическое Образова- 
ние, |, 1929. 

9) Сашегег, ЕцсНа1$ веет. НП рйогез, 1756. 

10) Т. 51 шрзоп, Е]ет. 9 Сеотецу. 
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То, что отрезок АВ прямой, пересекающей круг, оказывается 
внутри этого круга, доказывается тем, что ДЕ будет меньше ДВ, 
так как / РЕА> / РВА= / РАВ на основании предложения 
16 книги [ (доказываемого прямым путём) и затем ДЕ< АР (на 
основании предложения 19, доказываемого апагогически) (черт. 5). 

6. Теоремы о пересечении и касавии. Комментаторы, напри- 
мер, Камерер 11), предлагают слить предложения 5 и 6 водно: 

«Если два круга описаны из одного центра, то они или 
не имеют общей точки, или, если имеют, то имеют все точки 
общими». 

Доказательство дазтся того же типа (не в евклидовом духе), 
как то, о котором мы говорили в связи с первым определением. 

Если точка М на некотором расстоянии от О, то на том же 


расстоянии будут и М’и №, и М’ и М№', ит. д, так что все 
точки кругов совпадают (черт. 6). 


7. Пересечение прямой с окружностью. Лежандр выводит 
невозможность пересечения окружности прямой в трёх точках 
из невозможности проведения из данной точки трзх равных 
наклонных. 

Лежандр доказывает, что перпендикуляр к радиусу представ- 
ляет касательную (черт. 7). Так как всякая наклонная ОЁ длин- 
пее перпендикуляра ОЛ, то точка Е находится вне окружности 
и линия ВО имеет с ней только одну общую точку, а потому 
ВО касательна к окружности. . 

8. Условия пересечения кругов. Весьма существенным 
дополнением к Евклиду являются предложения 13, 14 «Элементов» 
Лежандра 12), устанавливающие условие перэсечения и касания 
кругов. В современных учебниках (например, Киселёв) на этом 
долго останавливаются. 


—— 


11) Сатегег, см. прим. 9. 
12) Лежандр, см. прим. 6. 
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Результаты исследования укладываются в табличку: 

Если Я расстояние между центрами, Ю иг радиусы кру- 
гов, то 

пр а>АЮ--г круги вне друг друга, 
4=Ю--г извне касаются, 
ни, пересекаются, 
4— Ю—г касаются изнутри, 
4<Юр— г один внутри другого. 

9. Замечание к доказательству прелложения 7. Когда 
Евклид говорит, что В/ больше СГ, то он подразумевает, что угол 
ВТО больше угла СГ), а в доказательстве исходит из того, что 
угол ВЕ] больше угла СЕГ. Здесь бесспорно некоторый логический 
провал. Для полноты доказательства необходимо из неравенства 


ДВО» ИСО 
вывести, что / ВЕГ>> / СЕГ, что легко сделать с помошью 
предложения 25 книги [. 

10. Пересечение прямых в одной точке. Доказательство 
предложения 9 возбуждает у некоторых комментаторов сомнения. 
Считают, что утверждение того, что р 
центр О лежит на пересечении перпен- 
дикуляров в середине хорд АВ и СО, 
можно признать, лишь доказав, что эти 
перпендикуляры пересекаются. 

Указывается, что у Евклида нет 
такой аксиомы, что две прямые всегда 
пересекаются в одной точке (так как 
опи. могут быть параллельны и не пере- 
секаться). 

Но то, что центр существует, сле- 
дует уже из определения круга (опре- 
деление 15 книги Г). Евклид же доказы- 
вает, что если он существует, то дол- 
жен быть и на АО и на ГО. Если бы КО и ГО не пересекались, 
то центр не существовал бы (черт. 8). 

Аустин 13) предпочитает выводить это положение из 7-го, минуя 
это построение центра. 

Существование трёх равных прямых, выходящих из точки, 
не совпадающей с центром, противоречит утверждению, что 
существуют 210лько две равные прямые одна по одну, а другая 
по другую сторону наименьшей. 

этой теореме говорят Кампано, Оронс Финей, Такз, 
Р. Симсон, Плайфар. 

В настоящее время Киселёв доказывает её, замечая, что пер- 

пендикуляры к двум пересекающимся прямым пересекаются. 


Черт. 8. 


13) Ацз{!пиз, Ап ехапйпаЧоп оЁ {Пе #$ Воокз оЁ Еицс 1$ 
Е]етен$. Ох юга, 1781. 
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В самом деле, если АВ было бы параллельно СО, тои 
ЕС было бы параллельно ЕД и две эти прямые не были бы 


пересекающимися (черт. 9). 


7 


Е р 
Черт. 9. 


Теорема о пересечении прямых, 
восставленных из середины хорд, а6- 
солютная, в настоящем же доказа- 
тельстве используется аксиома о па- 
раллельных. 

Если взять две хорды АВ и СР, 
образующие малый угол между собой, 
то в геометрии Лобачевского пер- 
пендикуляры к ним (не обязательно 
в середине) ЕР, СН могут оказать- 
ся и параллельными и сверхпарал- 
лельными. 

11. Другое доказательство пред- 


ложения 9. В некоторых рукописях помещается ещё другое до- 
казательство предложения 9, которое Гейберг удалил из основ- 


ного текста. 


«Иначе. Внутри круга АВС (черт. 10) возьмём неко- 
торую точку ДО, и пусть из О к кругу АВС выходят более 


у ДЕ 
Я 
В 
Черт. 10. 


чем две равные прямые ДА, ОВ, 
ОС; я утверждаю, что взятая точ- 
ка [) будет центром круга АВС. 
Действительно, пусть это не 
так, но, если возможно, пусть 


" <центр» будет Е, и соединяющая 


РЕ пусть будет доведена до то- 
чек /, Н. Значит, (Н диаметр 
круга АВС. Поскольку теперь в 
круге АВС на диаметре. /Н 
взята некоторая точка, которая не 
является центром круга, <а имен- 
но> 1), то наибольшей будет ОН, 


РС же будет больше ОВ, а ОВ 
< больше > ДА. Но они и равны; 
это же невозможно; значиг, Е не 
будет центром круга АВС. Вот 
подобным же образом докажем, 
что и никакая другая, кроме /); 
значит, точка />) есть центр круга 
АВС, что и требовалось доказать». 


12. Другое доказательство пред- 
ложения 10, помещённое у Гейберга 
в приложении. 


«Иначе (черт. 11). Действи- 


7 В 


И”) 


Черт. 11. 


Е 


тельно, пусть снова круг АВС сечёт круг РЕГ более чем 
в двух точках В, Н, [, (; возьмем центр К круга АВС и 
соединим АВ, АН, КГ. 
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Поскольку теперь в круге АВС взята некоторая точка 
К внутри, и из точки А ккругу ОЕ! вышли более чем две 
равные прямые АКВ, АГ, АН, то значит, точка К есть центр 
круга ДЕГ. Но К будет центром и круга АВС; значит, 
у двух секущих друг друга кругов будет один и тот же 
центр К; это же невозможно. Следовательно, круг не 
сечёт круга более чем в двух точках, что и требовалось 
доказать». 

13. Доказательство другого случая предложения 11, поме- 
щённое у Гейберга в приложении. 

«Но вот пусть она упадёт, как Н/С; продолжим С/Н 
по прямой до точки С и соединим АЛ, АГ (черт. 12). 

Поскольку теперь АЯ, НГ боль- 


ь д 
ше А/, но ГА равна ГС, т. е. ГА, от- 
нимем общую //Т; значит, остаток 
АН больше остатка. НЦ, т. е. НО в 
больше НС — меньшая большей, что 
невозможно. Подобным образом до- 
Е ( 


кажем нелепость и если центр боль- 
шого круга оказался бы вне малого». 

14. Теоремы о касании. Евклидовы 
доказательства предложений 11 и 12 имеют 
определенные дефекты, отмеченные рядом В 
комментаторов. 

Для того чтобы предложение 11 о вну- Черт. 12. 
треннем касании было абсолютно доказа- 
тельным, нужно показать, что один круг (меньший) должен весь 
заключаться внутри другого. В этом легко убедиться, если при- 
нять во внимание, что при внутреннем касании один круг, ле- 
жащий внутри другого в окрестности точки касания, не может 
иметь ни одной части вне первого круга: в противном слу- 
чае оба круга имели бы минимум три общие точки (одну ка- 
сания и две пересечения), что противоречит предложению 10 
книги Ш, 

Но если оба круга не могут пересекаться, то один из них 
должен лежать целиком внутри другого, иными словами, внутрен- 
ний круг должен быть меньше внешнгго и иметь меньший ра- 
диус. Пусть / — центр большего круга (см. черт. 12), а Н — мень- 
шего. Если мы продолжаем линию центров [Н, то точка касания 
А может лежать на продолжении этой линии или же вне её. 
Если точка касания лежит вне продолженной /Н, то последняя 
может пересечь обе окружности или в одной общей точке (кото- 
рая может быть только второй точкой касания) или в двух 
точках /) и С(, но тогда точка О её пересечения с мень- 
шим кругом должна во всяком случае лежать ближе к цен- 
тру Н последнего, и тогда доказательство Евклида вступает 
в силу. 

Невозможность нахождения точки касания на линии АГ за 
центром / большего круга следует из того, что в данном случае 
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радиус меньшего круга оказался бы больше радиуса большего 
круга. 

Таким образом, остаётся последняя возможность, что два 
круга имеют две точки внутреннего касания, т. е. точки Ди Ц 
сливаются в одну, так что АН = НР и А/= ГО. Эта возмож- 
ность тоже ликвидируется при помощи небольшого видоизмене- 
пия Того же самого доказательства Евклида. Действительно, мы 
имеем 


АГ< АНН = ЭН -1Н = БЕ. 


Но 2О/ == АЛ поскольку точка РБ лежит на окружности не только 
меньшего, но и большего круга, представляя вторую их общую 
точку касания. Таким образом, из предложения 11 вытекает 
не отмеченная Евклидом 
единственность точки ка- 
сания двух кругов при 
их внутреннем соприкос- 
новении. 

Что касается предло- 
жения 12, то, повидимо- 
му, оно является позд- 
нейшим добавлением. 
Герон в своём коммента- 
рии к предложению 11 
говорит, что «Евклид в 
предложении 11 считал 
оба круга касающимися изнутри... Но я покажу, как нужно дока- 
зать его, если соприкосновение является внешним>. Так как после 
эгого следует чертёж предложения 12 и текст доказательства, по 
сушеству мало отличающегося от евклидова, то, повидимому, 
сушсствующий текст предложения 12 представляет доказательство 
Герона, внесвнное позднейшими редакторами текста Евклида, 
может быть Теоном. 

Относительно самого доказательства предложения 12 можно 
сделать те же замечания, что и относительно 11. Приведённое 
в тексте Гейберга доказательство имеет силу лишь в том случае, 
когда оба центра Р, @ и точки пересечения С, ОД расположены 
в порядке АРСО (черт. 13), а не в порядке РОСС (черт. 14), 
т. е. точка С левого круга не лежит внутри правого и обратно. 
Если бы это имело место, то, поскольку А есть точка внешнего 
касания, оба круга должны были бы пересекаться между А и С, 
т. е. иметь, кроме А, ещё вторую общую точку. Далее, на осно- 
вании Ш 8 мы доказали бы, что оба круга должны иметь ещё 
общую точку А’ — симметричную относительно линии центров, 
что будет противоречить Ш 10. 

Далее рассматриваемое доказательство предполагает, что 
точки ^, А, С образуют треугольник [Хизс (Неа), П, стр. 293], 
если бы эги три точки лежали на одной прямой (черт. 15), то 


Черт. 13. 
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для внешнего круга радиус ЕС оказался бы равным РА, что 
невозможно. 

Предложения 11, 12 могут быть формулированы так: если 
два круга не пересекаются, а касаются, то прямая, соединяющая 
их центры, проходит через общую точку. Обратная этой теореме 
будет: если прямая, соединяющая центры кругов, проходит через 
общую их точку, то они не пересекаются, а касаются в этой 
точке. 

Противоположная теорема: если два круга не касаются, 
а пересекаются, то прямая, соединяющая их центры, не проходит 
через общую точку. 


22 [4 74 


Черт. 14. Черт. 15. 


Обратная противоположной: если прямая, соединяющая 
центры, не проходит через общую точку, то круги не касаются, 
а пересекаются. Последняя теорема легко доказывается на основа- 
нии предложения 20 книги {[. 

Нодробный разбор предложений 11 и 12 делает излишиими 
комментарии к предложению 13, которое по существу уже прелд- 
полагается при доказательстве предложения 11. 

15. Равенство прямоугольных треугольников. Интересно 
отметить, что Евклид обходится без теоремы о равенстве прямо- 
угольных треугольников при равенстве их гипотенуз и одной 
пары катетов. Теорзма эта непосредственно не вытекает ни из 4, 
ни из 8, ни из 24 предложения книги [. 

Мы доказываем эту теорему на том основании, что наклон- 
ные, дальше отстоящие от перпендикуляра, больше ближе отсто- 
ящей (т. е. что та больше, у которой больше проекция), причём 
основываясь на предложении 16 книги |. 

Почему это положение ускользнуло от Евклида, почему он 
предложение |4 доказывает не так, как мы его доказываем на 
основании равенства прямоугольных треугольников, а призывает 
на помощь теорему Пифагора? 

Следует обратить внимание на то, что абсолютная теорема 
верная, как показал Феодосий, на сфере, здесь доказывается 


с помощью теоремы Пифагора, то-есть с помощью аксиомы 
о параллельных. 
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16. Спор Клавия с Пелетарием. Полемика между Клавием 14) 
и Пелетарием 15) (Пелетье) об угле касания, т. е. об угле, обра- 
зуемом касательной с окружностью в точке касания, даёт богатый 
материал для характеристики мышления математиков ХУ] в. 

Собирание упущенных Евклидом очевидных истин без всякой 
попытки исследования их зависимости или независимости между 
собой — это дело рационалистов ХУП в., которые относились 
несравненно более критически к Евклиду, чем математики ХУ в., 
и у которых на месте ЕисИаез Соштещаиз$ (Евклид коммен- 
тированный) выступает ЕисИаез тезёи$ (Ев:лид восстанов- 
ленный). 

У математиков ХУГ в. вера в авторитет сохраняется как 
наследие средних веков. Система евклидовых аксиом у них 

остаётся неизменной или же подвергается 

5 только небольшим дополнениям. Эта черта 

в соединении с тенденцией чисто ‘схоласти- 

ческой порождает неправильные толкова- 

ния положений Евклида в более широком 

ди более желательном для схоластического 
настроения спорщика смысле. 

Так, Пелетарий в доказательстве того, 
что в кругах углы, образованные диаметра- 
ми и окружностями, равны, раньше чем 
привести своё доказательство, о котором 

Черт. 16. мы будем говорить ниже, просто ссылается 

на постулат Евклида «Все прямые углы 
равны», отнесённый им к обобщенному пониманию прямого угла, 
а также на (тоже неправильно понимаемое) положение о равен- 
стве углов в Подобных многоугольниках, возведённое им из 
определения в аксиому и распространённое на окружности (оче- 
видно, всегда подобные). 

В этом отношении особенно характерно доказательство 
Пелетария той же проблемы с помощью параллельных пересечён- 
ных прямой. 

«Прямая, — говорит Пелетарий, — пересекающая две парал- 
лельные, делает с ними равные соогветственныг углы. 

И в настоящем случае (когда имеем две окружности с общим 
центром АС и ВО) ОВ пересекает параллельные (но уже не 
прямые, а окружности) (черт. 16). Так что соответствующие углы 
САО и ОВО равны». 

Ошибку Пелетария отмечает Клавий, но и сам делает анало- 
гичную ошибку, приписывая Евклиду обрашение аксиомы 8 
книги | (часть меньше целого). 


14) С|ау{1и$, Еететжа Ечс4$, Котае, 1574. 
15) Ре! её аг{из, Еетеща ЕисИ4$, 1557. См. о нём Сапфог, 
т. 2, стр. 533 и Мощиса, т. 1, стр. 504. 
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Мы уже отметили, что скрытым образом это обращение 
имеет место и у Евклида, но только для прямолинейных углов 
и отрезков. 

Клавий это положение распространяет и на смешанные 
углы, образованные окружностью и прямой, и старается с по- 
мощью аргументов, основанных на этом положении, разбить 
противника. 

Пелетарий доказывает, что в кругах углы, образованные 
диаметром с окружностью, равны. Угол касания, по Пелетарию, 
не представляет величины. 

Над ним невозможны те операции, которые предполагают 
понятие величины. 

Он видимо соглашается с тем, что все углы суть величины, 
но настаивает на том, что угол ка ани: не угол. Всякий угол, 
говорит он, Получается в сечении 


линий, ане в касании. Заставляя пря- 6 А 
мую АС вращаться около точки > 
кривой А, он старается убедить в 

том, что в момент совпадения этой р’) 


прямой с касательной в точке А мы 
должны говорить 0б исчезновении 
угла между прямой и окружностью. 

Иначе думает Клавий, для которого угол состоит из одной 
точки и наклонённых линий (безразлично прямых или кривых), 
которые не имеют одного направления, как это ясно из евкли- 
дова определения угла. Но Клавию приходится обобщать понятие 
величины, может быть и незаметно для себя, принимая за вели- 
чины и те, которые не удовлетворяют постулату Архимела. 

Пелетарий выдвигает доказательство, основанное на следу- 
ющеём свойстве величин вообще: «Если две величины Аи В меньше 
Х, причём Х может быть как угодно мало, тэ А в В равны». 

Он доказывает равенство двух углов, образованных окруж- 
ностями [(АЁР\, АР) (АР», АР)|, т. е. равенство части целому и 
поэтому утверждает, что такой смешанный угол не имеет частей, 
а потому не представляет величины; то же, конечно, относится 
к углу касания (черт. 17). 

Для противников Пелетария это рассуждение представлялось 
неубедительным; им представлялось вполне возможным, чтобы 
род величин ® разделялся на два вида: ® и %. таких, чтобы 
между величинами вида %, были отношения: меньше, равно, 
больше, и чтобы все величины ® были меньше сколь угодно 
малой величины вида %, и примером приводили именно род 
угла, делящегося на виды: углы касания, прямолинейные и сме- 
шанные углы. 

Последняя точка зрения вполне отвечает канторовской точке 
зрения на актуально-бесконечное число, по которой первое 
трансфинитное число больше чем всякое конечное число и 
при этом между трансфинитнымв числами имеют место отно- 
щения: меньше, равно, больше, 


Черт. 17. 


22 Евклид 
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Характерно ещё доказательство Пелетария равенства углов 
в полуокружности, влекущее за собой равенство углов касания 
и исключение их вследствие этого из класса величин. 

Взяв два концентричных круга АВС и ОС, он замечает, 
что угол, образованный окружностью АВС и её диаметром, не 
может быть больше угла, образованного окружностью О/С с тем 
же диаметром, а только ему равен 
или меньше. В этом Пелетарий убе- 
ждает, подвигая //@ так, чтобы он 
коснулся АВС (черт. 18). 

Если теперь О/С больше АВС, 
то то же имеет место для любого 
большего концентричного с первыми 
двумя круга МРМ. 

В результате для некоторого 
круга достаточно большого радиуса 
мы, по мнению Пелетария, получили 
бы противно Евклиду угол 6 полу- 
окружности больше прямого. 

Здесь упушена возможность ас- 
симптотического возрастания до определённого значения, не 
превосходящего прямой угол. Но в то время исследование из- 
менения одной величины в зависимости от другой было совер- 
шенно непривычным делом. 

17. Неделимое и угол касания 16). Чем же являются углы 
касания у Клавия? Это величины, которые можно складывать и 
вычитать. Удвоение угла касания даёт больший угол, удвоение 
которого даёт ещё больший и т. д. Если же мы возьмём угол 
касания а и острый прямолинейный угол 8, то прибавляя к а 
ещё а и т. д., мы никогда не получим величины большей В. 


16) СагЧапиз, Ое зибШиме, 1550, 1554, 1560, кн. 16, 
стр. 980 в его Орега. О нём Сапфог, т. И, стр. 484, Моша4а, 
т. |, стр. 511. — Увае, Орега, стр. 386, гл. 13, 14, 16, 18. — Сат1111 
С] от{о $1, ЕхегсЦаНопит та етаЯсогит, Меар., 1639. Рагеге 
41 Са1 ео Са!11е1 и\ото аЙ апооо ае!| сотасфо эст Ще а Сто 
Сато (101030 МаШ., Меаро!, 1635. Ореге 4 @аШео Саша, 
МПапо, 1811, т. 10, стр. 281. —Тадциефъ Еетешща Сеотелае 
р1апае ас зоН4аае, Ащуегр., 1654. Атз+. 1688. Зепо!. Ш, 16, стр. 
84—93 (против Клавия). — Егапс Хауег! А упзсошм, Ехроз$1- 
Но ас ЧедисНо Сеотемсае диагафитагит согат К. Отевогй 
5. \Мшсеп{ 0... Ашщуегр., 1656 (против Клавия). — \Ма111$1и $, 
Пе апоио сощас{и$, 2, Орегит тает. Охощае, 1691, стр. 631— 
664. — Пе епз10 Чтасфафиз 4е апви!о сощас{фи$ е{ зглисисшо, 1685. 
О нём Сащог, т. Ш (1), стр. 26. —Геотатаь Сусботаёна... шт 
дча апоиН сопЧоепНае пага ехрИсафит, Гиодищ, 1633 (за Клавия 
против Валлиса). — е16п1+1и3$, МедНаНопез 4е пафига апхий 
сопфасфиз её озсиН. \Мегке УП, стр. 326—329. Ре Сеотеша гесоп- 
АЦа е{ апа1уз1 т Шит аф шНпЙНотит, \егКе У, стр. 226—283. 
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Таким образом, эти величины не подлиняются постулату 
Архимеда, по которому для всяких двух велачин а и В можно 
найти такое м, что па _`> 6. 

Определение 4 книги \У «Начал»: «величины называются 
имеющими отношение одна к другой, если, будучи взяты крат- 
но, могут быть больше одна другой» — Клавием разъясняется 
в следующем смысле. 

Отношения могут иметь только такие величины, которые 
удовлетворяют постулату Архимеда. Поэтому отношение может 
быть между двумя прямолинейными углами, но не может быть 
между прямолинейным углом и углом касания. 

Угол касания — это отец неделимого ХУП в. и дед потен- 
циально-бесконечно малого ХХ в. 

Ему присущи свойства неделимого: 

1} С помощью конечного числа сложений из него нельзя 
получить конечного угла (смешанного угла, не отвечающего 
случаю касания). 

2) Он является низшей границей для частей деления непре- 
рывной величины. 

Но у Кардана и Клавия эти величины делимы и вполне 
подчиняются аксиомам | и 2 книги [ «Начал» Евклида, 

Если ® угол касания, то 


анора аа, ... 
Но если $ какой-нибудь другой конечный угол, то 
а-о<ьв а-ю<0.... 


Признать ®« за величину с отнесением к классу величин 
вместе саи в Клавий смог, только обобщив понятие величины, 
приняв может быть и незаметно для себя за величины и вели- 
чины неудовлетворяющие постулату Архимеда. 

Но то же мог бы сдёлать и Пелетарий. 

Он мог бы тоже при своей точке зрения назвать угол каса- 
ния величиной и оперировать над классом величин, объемлющим 
я угол касания. Но при этом он должен был бы признать: 

1) неделимость углов касания и 

2) невозможность заключения из равенства а--®=—а, что 
« —=0, вместе с необходимостью вывода из а -- ® = В, что а = 6. 

Действительно, по Пелетарию угол касания неделим, далее, 
углы, образуемые диаметром с окружностью, равны, хотя и от- 
личаются между собой. 

Для позднейших математиков исчезновние бесконечно ма- 
л0г0о перед конечным это тот принцип 1"), который являлся 


и) Кер[егиз, Моуа з{егеошеца ЧоЙогит, 1615, Орега ол- 
ша, т. ГУ, стр. 537. Есть русский пер. Саптог, Уойез., т. П, 
стр. 750 — Сауа11еть Сеотема шагющЩит рготофа 1635 
(1653). Есть русский пер. Лурье, 1939. Ехегсйайопез Чеотейсае, 
1647. \М а11131из, АНШтейса шНпйогат, Орега Ма. Охощае, 
т. |, стр. 1647. — К1асе|, Мащет. \Убиегоисв; СауаЦей Меподе. 


22* 
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главным рычагом математической техпики исчисления бесконечно 
малых величин до Ньютона 18). 

Корни свои эта идея опускает в метафизику. Уже в нача- 
ле ХУ! в. Х. Вольф 19) так формулирует этот принцип: вели- 
чина бесконечно малая в отношении конечной принимается за 
ничто. Две величины с бесконечно малой разностью принимаются 
за равные. 

18. Проведение касательных к кругу. В современных 
учебниках касательная к кругу строится иначе. Из А описы- 
вается круг радиуса АО, из О он засекается в точке В ради- 
усом, равным диаметру данного круга. Полученная точка В 
соединяется с О прямой ВО, пересечение которой с данной ок- 


`6 


Черт. 19. Черт. 20. 


ружностью даёт точку касания С, так что АС будет искомой 
касательной (черт. 19). 

В учебниках лежандрова типа употреблялось такое по- 
строение. 

На АО как на диаметре описывается круг, тогда АС как 
перпендикулярная к ОС будет касательной (черт. 20). 

Это решение (неправильно приписываемое Финку (1583)) 
находится у Клавия 20). 

Проективная геометрия даёт возможность решать эту 
задачу с помощью одной линейки. 

Проведя через А две прямые, пересекающие круг в точках 
В, Сир, ЕЁ, соединяем точки пересечения Р, О прямых (ЕВ, 
ОС) и (РВ, ЕС); прямая РО будет полярой точки 4; её пвре- 
сечения с окружностью Ми М дадут точки касания; АМ и АМ 
будут искомыми касательными (черт. 21). 


18) Ньютон. Математические работы, пер. и коммент. 
Д. Мордухай-Болтовского, 1937. 

19) СВ. Мо1ЁЕ1$, Еетеща Маезеоз Ощуегзае, 1730. 

20) С1ау1из, см. прим. 14. 
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Это построение было указано ещё Григорием Сан-Винцен- 
то 21) в 1647 г. и де-ля Хиром 2?) в 1679 г. Проведение касатель- 
ных, параллельных данной прямой, впервые встречается у Пеле- 
тария. 


Черт. 21]. Черт. 22. 


19. Проведение касательных к двум кругам. Проведение 
касательной к двум кругам мы сводим к построению касательной 
из центра С’ меньшего круга к кругу концеитричному большему 
с радиусом СО, равным разности СМ — С’М’ радиусов данных 
кругов (черт. 22). 

Существует другое построение, которое восходит к Паппу 
(черт. 23). 


Черт. 23. 


Проводя из центров кругов параллельные радиусы ОМ || О’М» 
определяем центр подобия Р в пересечении ММ’ с ОО’и из Р 
проводим касательную РТ к одному из кругов. 


21) Сте ог{о а. $. У1тп сепёто, Ориз Сеотешкит ае 
дчиадга{ига сисиН, Ащуегр., 1647. 

2) Пе |1а Н1ге, Моцуеаих 616 тез 4ез зесЧой$ сошацез & 
4ез Неих оботё\чаиез, Райз, 1679. 
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Интересно отметить, что первый из математиков эпохи Воз- 
рождения Кардан 23), решающий эту задачу, поступает иначе. Он 
восставляет (О перпендикуляр к ОО’ и откладывает угол 
Д 0ОТ= { Р10О’О= / Р’Р,О’, под которым виден радиус ма- 
лого круга из центра большего (черт. 23). 

Учение о центрах подобия развивается Чевой, а затем Рик- 
кати, Эйлером 2). 

20. Тангенцекальные проблемы. Проблемы более сложные 
о проведении кругов, касательных к прямым и кругам, были 
разрешены ещё Аполлонием 5) в его не дошедшей до нас рабо- 
те, с которой знакомит нас Папп. Работа эта восстановлена бы- 
ла Виетой. 

Решение задач Аполлония можно найти в руководствах по 
геометрическим построениям, например, у Адлера. 

Перечислим задачи, разрешаемые Аполлонием. 

1) Найти круг, проходящий через две данные точки, касаю- 
щийся данного круга. 

2) Найти круг данного радиуса, проходящий через данную 
точку и касающийся данной прямой. 

3) Найти круг данного радиуса, проходящий через ланную 
точку, касающийся данного круга. 

4) Найти круг, проходящий через две данные точки, касаю- 
щийся данного круга. 

5) Найти круг, касающийся трёх данных прямых. 

6) Найти круг, проходящий через данную точку, касающийся 
двух данных прямых. 

7) Найти круг, касающийся двух данных прямых и данного 
круга. 

8) Найти круг, касающийся двух данных кругов и данной 
прямой. 

9) Найти круг, проходящий через данную точку, касаюнтийся 
двух данных кругов. 

10) Найти круг, касающийся трёх данных кругов. 

Решения Виеты сильно отличаются от современных. В основе 
их лежит теорема: если из общей лвум окружносзям точки А 
проводятся прямые АЕВ, АРГО, пересекающие их в (ЕЁ, Р) и 
{В, Л) и при этом ЕР || ВО, то в точке А окружности касаются 
друг друга (черт. 24). 

История последней аполлониевой проблемы о построении 
круга, касательного к трём заданным кругам, очень интересна. 

Адриан Романус (1561—1615) решает задачу с помощью 
пересечения двух гипербол, от которых освобождается в своём 


23) Сагаанпцз, Орега, 1667. 

2) Еи|егиз, Пе сепго зитИИаан!, Моуа Ача Рефоро!|- 
Чапа, 9, 1791, стр. 154. 

25) Аро11оп1и$, Ое фасчоп из, Рароиз, СоесЧопез. кн. УИ, 
стр. 82. Реконструкция Виеты (У! а, АроПошиз$ СаПи$) и у Сат- 
тегега (АроПопй 4е фасНопфцз дцае зирегзип{. Со{вае, 1795). 


К КНИГЕ Ш 343 


решении Ньютон. Кроме Влеты и Романуса, задачей занимаются 
Декарг *6), Эйлер 27) и Понслэ 28). 

Решения Жергонна и Бобилье можно пайти в известном 
учебнике Рушэ и Комберусс 29). 

С геометрической точки зрения луч- Г, 
шим оказывается решение Манхейма. 

Понслэ в своих АррНса10оп$ 4’Апа- 
|узе @& 4е ЯботЕёе даёт несколько ре- 
шений задач Аполлония. 2 

21. Выгнутые углы. По поводу Е 
предложений 20, 21 о вписанных углах 
можно сделать ряд замечаний. 

Равенство углов в сегменте Евклид 
устанавливает только для сегмента, огра- В 
ниченного дугой- больше полуокружно- Черт. 24. 
сти. Комментаторы рассматривают слу- 
чай, когда дуга меньше полуокружности. Дело в значительной 
мере упрощается, если ввести понятие о выгнутом угле АОВ 
наряду с обыкновенным ВОДА (что и делает Аустин). 

Но понятие о таком выгнутом угле, измеряемом дугой 
больше 1805, совершенно не вяжется с евклиловым определе- 

нием угла (определение 8 книги 1) как на- 

д Е клонения. Такое понятие может возникнуть 
только при бертрановском (или арноль- 

р дианском) понимании угла как неопреде- 
лённой части плоскости, ограниченной дву- 

мя пересекающимися прямыми, или угла 

как меры псворота. Ко времени Симсона 

обе эти точки зрения уже проводились. 

Симсон прямой 4/, проведённой через 

цейтр, разделяет вписанный угол (безраз- 

лично больший или меньший прямого} 

Черт. 25. на две части, из которых каждая опи- 
рается на дугу, всегда меньшую полуок- 

ружности (черт. 25). 

Следует ещё отметить, что в настоящее время глава о вии- 
сапных углах помещается позже измерений, связанных с поня- 
тием отношения. 

Предложение 20 формулируется как теорема 00 измеряе- 
мости вписанного угла половиной дуги, на которую он опирается, 
в то время как центральный угол измеряется всей дугой. 


26) Пезсаг{ез, аботеше, 1637. Русский пер. А. П. Юшке- 
вича, 1939. 

21) Ец|егиз, см. прим. 24. 

28) Ропсе|еф, ТгаЦё 4ез ргориё{6$ рго]есЧуез, Рацз, 1822. 

29) Коиснё е Сошрегоцззе, ТгаЙй6 ае веотёше -@е- 
пещае, Ра!1з, 1866. 
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22. Вписанный и описанный четырёхугольники. Теорема 
Евклида о вписанном в круг четырёхугольнике легко обращается 
в обратную теорему о том, что всякий четырёхугольник, у кото- 
рого сумма противоположных углов равна 24, может быть впи- 
сан в круг; доказательство можно найти в современных эле- 
ментарных геометрических учебниках. 


Черт. 26. Черт. 27. 


Теорема о вписанном в круг четырёхугольнике доказы- 
вается Евклидом с ПОМОЩЬЮ аксиомы о параллельных. Не 
используя её, мы можем лишь доказать то, что сумма одной 
пары противоположных углов равна сумме другой пары, что 

легко видеть из прллагаемого чер- 
тежа, в котором все треуголь- 
ники ОАВ, ОАС, ОСО, ОВО рав- 
нобедренные (черт. 26). 


ДВ-ДС=а+2)+ (4+3), 
ДА+НДЬ=+4+ (2+3). 


Эта теорема абсолютная и 
переносится на сферу. 

Теорема Евклида о влисан- 
ном Четырёхугольнике воспол- 
няегся теоремой, отмеченной впер- 
вые Пито (1695—1777) об описан- 
ном четырёхугольнике. 

Черт. 28. В каждом описанном че- 

тырёхугольник? сумма одной 

пары противоположных сторон равна сумме другой пары 
(черт. 27). 

Вписанный и описанный четырёхугольники сыграли в исто- 
рии геометрии важную роль. 

Из метрических теорем следует отметить теорему Пто- 
лемея о гом, что произведение диагоналей вписанного четы- 
рёхугольника равно сумме произведепий противоположных 
сторон. 
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Из зрительных следует отмегить теорему Ньютона (являю- 
щуюся случаем вырождения теоремы Брианшона об описанном 
четырёхугольнике) (черт. 28); она читается так: 

Диагонали описанного четырёхугольника и прямые, со- 
единяющие точки касания, проходят через одну точку. 

Клавий, Такэ и другие выводят из предложения 20 Евклида 
невозможность вписания в окружность параллелограмма (понимая 
последний в евклидовом смысле, т. е. не прямоугольник). 

23. История смешанных углов 35). В книге Ш «Начал> Евклида 
нмеются две интересные загадки: определения 7 и 8. 

Согласно определению 7 угол сегмента есть угол, кото- 
рый заключается между прямой и обводом круга. 

Этот смешанный угол не следует смешивать с углом в сег- 
менте, о котором говорится в определении 8. 

Согласно последнему угол в сегменте есть угол, который 
образован двумя прямыми, .провгдёнными от точки на обводе 
сегмента к концам прямой, служащей основанием сегмента. 

Согласно определению 11| «подобные сегменты суть 
сегменты, вмещающие равные углы, или сегменты, в которых 
углы равны друг другу». 

Но ни в одном из своих доказательств Евклид не поль- 
зуется смешанным углом. 

Тгорему 24 — подобные сегменты равны на равных пря- 
мых — Евклид доказывает на основании теоремы 23 (на той же 
прямой и по ту же сторону не могут быть построены два сег- 
мента подобные и неравные). 

Весьма вероятна следующая гипотеза. 

Сперва определением : подобия сегментов было следующее: 
«которые имеют равные углы», соответственно определению 
подобия в книге УТ «Начал» Евклида. 

Теорема 24 о равенстве подобных сегментов на равных 
прямых доказывалась наложением (вроде предложения 4 книги Г), 
причём как в предложении 4 для прямолинейных углов, так 
и здесь для смешанных применялась аксиома 7 книги 1: <сов- 
мещающиеся равны между собой», т. е. при равенстве углов 
постулировалась возможность их совмещения. 

Возражения против очевидности такого совмещения и выну- 
дили произвести изменение, поставив на место определения (см. 
вторую часть определения 11) то, что раньше являлось теоре- 
мой, непосредственно вытекающей из упомянутого положения. 

Одним словом, по моему мнению, определение 7 это руди- 
мент, свидетельствующий о прошлой истории книги Ш «Начал» 
Евклида. Взгляд Виванти, что евклидово определение угла отно- 
сится только к прямолинейному, и намёк на смешанные углы 
есть позднейшее прибавление, следует призпать неверным. 


33) Виванти, Понятие о бесконечно малом и его приложе- 
ния. Математическое Образование, 
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Первая часть определения !| тоже рудимент, но подверг- 
шийся некоторому перерождению, затушевавшему его прежнюю 
историю. - 

До Евклида смешанный угол пользовался всеми правами, 
но евклидова строгость в доказательствах, вызванная софисти- 
ческой логикой, изгнала его из геомет- 
рии. Схоластическая мысль вернула его 
на сцену, чтобы через сто лет он снова 
сошёл со сцены и на этот раз видимо 
уже на очень долгое время. 

Смешанный угол последний раз вы- 
плывает в борьбе математиков рациона- 
листов против доказательств наложе- 
нНИгМ. 

Арзе 31), стараясь избегнуть метода 
наложения, развивает доказательство 
теоремы 5 книги 1, даваемое Аристоте- 
лем (Апа!у+. рног. Т, 23, 416, 13—22). 

Доказательство, приводимое Аристотелем, основано на двух 
аксиомах (Черт. 29). 

1) О равенстве двух углов сегмента АВО 


И РАС= ИВС: 


2) о равенстве углов полуокружности 


И РАО= И ВВО. 


Помещая равнобедренный треугольник в круг радиуса ОА —= 
— ОВ, мы сейчас же получаем 


Д ОАС= ИХ РАО -— / БАС: 
Довс= / во- / вс 


и по аксиоме 3 Евклида: 


Д ОАС= / ОВС. 


24. Типы апагогических доказательств 32). Положением 27 
заканчиваются апагогические доказательства книги ]. Но в дру- 
гих книгах Евклид продолжает широко ими пользоваться. 

Апагогическое доказательство 33) отличается от прямого тем, 
что оно, наряду с математическими, пользуется и логической 
аксиомой, которой не пользуется прямое. - 


31) Агреф С!ау!$ МапетаЧса, 1634; А г1з1о(е1ех, Орега, 
еа. Г4о Апа1уйса Рпога, кн. 1. 

32) [ашьБегф Меце Огдоапоп, т. 1, 1764. 

33) Об апагогических доказательствах см. также Сп. \о1ЕВ 
Гозса, $ 356.—Д. Мордухай-Болтовской, О ненатураль- 
ных и оапагогических доказательствах, Математическое Образова- 
чи>, . 
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Всякое апагогическое доказательство предполагает приложе- 
ние закона исключённого третьего 1еШит поп Ча): имеет 
место только ‹Д» или «не ДА». 

Следует доказать «А». Предполагается, что имеет место 
«Не А> и отсюда выводится абсурд — отрицание верного положе- 
НИЯ «С» — «не С». Таким образом, уже в начале доказательства 
утверждается альтернатива: «4» или «не А» и ничего третьего. 

Обратно, если в начале или в самом ходе доказательства 
применяется закон исключённого третьего, то или доказательство 
ведётся от противного, или такое доказательство содержится 
в доказательстве как составная часть. 

В самом деле приложение его предполагает в начале или в 
ходе доказательства альтернативу: «В» или «не В», и снятие од- 
ного члена альтернативы путём доказательств его невозможности. 

Если снимается «не В» тем, что «не В» приводит к «не С›, 
к отрицанию заведомо верного положения, то можем сказать, 
что положение доказывается апагогически. Если снимается В, то 
имеем апагогическое доказательство в замаскированной форме. 
Заменой В через (не В) мы получаем его в чистой форме: «не В» 
доказывается приведением «не (не В)> к «не — С› (абсурду). 

Получаемый в конце апагогического доказательства абсурд 
может быть трёх родов: 

1) Противоречие с уже признанной аксиомой (Оцо4 е${ аЪзиг- 
дип) или с уже доказанным положением или определением. 

2) Противоречие с условием теоремы. Оцо@, софга ргороз1- 
Нопет ез{ Ааетопгаит. 

3) Противоречие со сделанным предположением. Оцо@ Нен 
педий. 

Чтобы яснее и глубже вникнуть в конструкцию каждого из 
этих тилов доказательств, мы ограничимся рассмотрением только 
простых апагогических ‘доказательств с единичным приложе- 
нием закона исключённого третьего в самом начале: 

Доказать А: предположим «не А>› —* абсурд. Первый тип 
является типом разомкнутого доказательства. 

Если принять обозначение 


«Если В, то А» через «В, А», 
то можно ‚для первого типа наметить схему 
В, ЛД; «не 4›;, —> не С. 


В «Началах> Евклида пример такого простого разомкнутого 
доказательства даёт приложение 27 книги [: о параллельности 
при равенстве накрестлежащих углов. Отрицание приводит 
к противоречию с теоремой о внешнем угле треугольника 
(16. , т. е. предложение 16 книги 1). 

К этому же типу принадлежит предложение 10 книги Ш 
о пересекаемости кругов не более, чем в двух точках. Отрица- 
ние приводит к противоречию с предложением 5 книги ПГ о не 
существовании у пересекающихся кругов общего центра. 
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Доказательство предложения 12 приводит к противоречию 
с 20; , первая половина 16 с 17,, 23 с 16, 24 с 101. 


Примеров простых разомкнутых доказательств, приводящих 
к отрицанию аксиом, очень много. 

У Евклида обычно такой аксиомой является 8 книги [: «це- 
лое больше части» (или вернее «меньшее не больше большего»), 
причём доказательство носит полуинтуитивный характер. 

Таковы доказательства предложения 211] о том, что прямая, 


соединяющая две точки окружности, лежит внутри круга, пред- 
ложения 5 о том, что два пересекающихся круга не имеют об- 
щего центра, предложения 6 (тоже для касающихся кругов), 
1] о прохождении линии центров через точку касания кругов 
и, наконец, 18 и 19. 

Следует отметить здесь предложение 36 книги УП о том, 
что наименьшее число, содержащее простые числа А, В, есть 
произведение АХ В — отрицание приводит к тому, что меньшее 
число содержит большее; к тому же приводит и отрицание 
предложения 1 книги УШ. 

У Евклида часто противоречие оказывается в определением. 
По существу это доказательство мало отличается от того, 
в котором противоречие упирается в аксиому, ибо, как мы ви- 
дели, определения Евклида, логически действующие, представ- 
ляют только более очевидные аксиомы. 

Противоречие с определением прямого угла имеем в 16} 


с определением круга в 1811. 


Второй тип апагогического доказательсгва — замкнутый на 
условии В, А; В, ‹не А» — «не В». 

Если В, то А. Полагаем, что при В «не А», и выводим, что 
тогда обязательно имеет место не В, что противно условию. 

Пример (предложение 25 книги УП). Если два числа взаимно 
просты, то число, содержащееся в одном из них, будет взаимно 
простым с другим. 

Отрицание приводит к признанию данных чисел не 
взаимно простыми. 

Такова часть доказательства 13111 предложения — в первой 
части имеем противоречие с определением, во второй противоре- 
чие с условием. 

Третий очень редкий тип — замкнутый на заключении, здесь 
могут быть два вида: 

Первый вид: 


В А->В, «не А» —А. 


Этот тип встречается у Евклида только один раз, а именно, 
в доказательстве предложения 12 книги [Х «Начал». 

«Дано несколько непрерывно пропорциональных чисел, 
А, В, С, О; я утверждаю, что всякие простые числа, делящие /), 
будут делить и 4›. 
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Говоря современным языком — даны члены геометрической 
прогрессии 
1:А—=А:В =В:С = С:0. 


Следует доказать, что Е простой делитель Ш), делит так- 
же и А. 

Евклид предполагает противное, что Е не делит А и опро- 
вергает это предположение выводом из него, что Е делит А. 

Этот редкий приём употребляется и Саккери в его «ЕисПаез 
аб отп! паеуо гезии$> при его попытке доказать постулат 5. 


А 


Черт. 30. Черт. 31. 


Саккери принимает 26 первых предложений «Начал», до- 
пускает предположительно ложность 5 постулата и старается 
вывести для этого положения верность этого постулата. 

Второй вид: замкнутый не в начале. 

Из не А извлекаются двумя путями два противоположных 
заключения: Е и «не Е>. 

Схема его: | 

В—>не А—> РЁ, 
В — не А—> «не В>. 


Пример: предложение 7 книги 1. Если концы прямой АВ 
соединить с точками Си Д по одну её сторону, то расстоя- 
ния СА и СВ точки Сот А и В не могут быть равны каж- 
дое каждому расстояниям ДА и ОВ точки Рот АиВ (черт. 30): 


АВАС, ЛАСР=И АРС, ИВСЬ<Х и ВБС; 
ИВЬС> / ВСР, 
вр=рс, /вЬС= и ВСЬ, 


что противоречит предыдущему. 

25. Дуги между параллельными секущими. Теорема о том, 
что дуги между параллельными секущими равны, принадлежит 
Паппу. 

Клавий даёт это положение в виде короллария и, кроме 
того, отмечает следующее положение из сочинения Кардана 
«Ое зи ШИае>, которое нетрудно будет доказать (черт. 31). 
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Если разделить окружность на равное ЧИСЛО частей 
СС = СС» — С.С; =. .. 


и провести прямые А1С, А›Ст, 43С5, то эти прямые вырежут на 
диаметре отрезки, равные этим хордам. 
26. Теорема Фалеса. Положение о том, что угол, опираю- 
щийся на диаметр, прямой приписывается Фалесу. 
Оллмэн старается убедить 
в том, что Фалесу было известно, 
( что сумма углов в треугольнике 
равна двум прямым. Если это 
так, то весьма вероятно, что 
вывод теоремы об угле, опираю- 
щемся на окружность, был таков, 
И 0 В как это указывает Оллмэн 
Черт. 32. РТ о ачив 
углы при диаметре 
через 1, 2, а части угла АСВ, на 
которые он рассекается радиусом ОС, через 3, 4, получаем, с 
одной стороны (по предложению 5 книги 1}, 


Д1=Дз 2-4 
с другой стороны, 


ДЕН З+ Д4= 2, 


ИЛИ 
23/4) =2а 
и, наконец, 


ДЗ 4=а, т. е./ АСВ —а. 


Ганкелю 3%) представляется более вероятным обратный путь 
от положения о равенстве угла, опирающегося на диаметр, 
прямому, к положению о равенстве двум прямым углов в прямо- 
угольном треугольнике, а отсюда к предложению 32 книги } 
«Начал». Тогда положение об угле, опирающемся на диаметр, 
должно было быть принято как нечто непосредственно оче- 
видное, 

Следует думать, что и другие положения Фалесом не дока- 
зывались, а просто показывались на чертеже. 


31) НапкКе!|, (г СезсысЩе аег Ма*нНетаНк ш АНебвит ипа 
Мще!аЦег, Гефр21о, 1874. 
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27. Случаи вырождения. Евклид выводит, что Д/3З=Д\ 
на том основании, что согласно предложению 31 / 4=4 и по- 
тому (по предложению 32 книги [) 


Да д2=а, 
ИЗ Д2=а. 


В настоящее время мы замечаем, что 


ДАВИ И З=а= и, 2= 


но также и 


1 


5 АОС, 


д3= 4 — ДА0б = д б0В, 


т. е. угол, образованный касательной и хордой, равен половине 
соответствующего центрального угла, а потому равен вписан- 
ному углу, опирающемуся на ту же дугу. 

Это положение с точки зрения актуально-бесконечно ма- 
л0го Могло рассматриваться как частный случай предложе- 
ния 20. В самом деле, с этой точки зрения касательная мысли- 
лась как секущая, проходящая через две точки с актуально- 
бесконечно малым расстоянием. 

С точки зрения потенциально-бесконечно малого, т. е, пре- 
дела, это положение мыслилось как предельный случай 20-го. 
или как его вырождение. 

В основу вывода должен был встать основной принцип тео- 
рии пределов: 70, что остаётся неизменным при всём измене- 
нии перем?нных х, у, г,... остаётся и в пределе. 

По существу к нему сводится и знаменитый принцип непре- 
рывности Понслэ в первой своей части: если некоторое положе- 
ние имеет место, когда некоторые величины а, В т,... не 
равны нулю, бесконечности (или не становятся мнимыми), 
то положение это верно и в том случае, если эти ограниче- 
ния сняты. 

Именно с помощью этого принципа мы переходим от пред- 
ложения 20 к 32. 

У Евклида нет теоремы, входящей во все наши учебники 
о том, что`угол, образованный двумя прямыми, пересекающимися 
внутри круга, равен полусумме центральных углов, опирающихся 
на те же дуги, и такой же теоремы для случая точки пересече- 
ния вне окружности, в которой сумму следует заменить раз- 
ностью. 

Теоремы об углах с одной или двумя касающимися окруж- 
ности сторонами представляют тоже случаи вырождения и уста- 
навливаются на основании того же принципа непрерывности. 

28. Предложение 35. Доказательство этого предложения, 
в издании Гейберга даётся для двух случазв: 

1) Когда хорды пересекаются в центре и 
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2) когда не пересекатотся в центре. 

В других изданиях Евклида проводится деление на четыре 
части: 

1) Обе хорды совпадают с диаметром. 

2) Одна хорда представляет диаметр, другая ей перпенди- 
куляр а. 

3) Одна — диаметр, другая ей не перпендикулярна. 

4) Общий случай. 

29. Степень точки. Степенью точки А (внутренней или внеш- 
ней) называется произведение отрезков 4АВ.АС секущей, прове- 
дённой из А к окружности. 

Предложения 35, 36 выражают независимость степени точки 
А от направления секущей. 


В том случае, если точка внешняя, то АВ. АС == АТР, где АТ — 
касательная, проведённая из точки А к окружности (черт. 33). 
С помощью этой теоремы 

производится построение средней 


р пропорциональной, так как 
7 АВ _ АТ 
АТ АС 


На прямой, проведённой че- 
рез 4, откладываются АВ=а 
2 и АС —6, проводится через В и 
С какой-нибудь круг, и к нему 
касательная АГ 


Черт. 33. АТ = х = аё. 


30. Предложение 36 и начало буквенной алгебры. Теорема 
356 даёт возможность геометрического вывода формулы для ре- 
шения квадратного уравнения. 

Такой вывод делался арабами, а затем европейскими математи- 
ками эпохи Возрождения с помощью предложений 28, 29 книги УТ. 

Но Гетальди3б) использует для этой цели предложение 36 
книги ПТ. 

Ознакомимся кстати с символикой буквенной алгебры в её 
ранней стадии развития. 

Как Виета, Гетальди пишет квадратное уравнение 2 -- 6х = с 
в форме 

АО -|-- Вш Ааеч. ГО, 


т.е. А в квадрате (вместо х берётся гласная буква) плюс В, умно- 
женное на А, равны & в квадрате (г берётся в квадрате для од- 
нородности членов, что предполагается геометрическим смыслом 
уразнения). 
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На прямой СА откладываем СВ, равное коэффициенту В 
(черт. 34); СВ делится в О пополам. Описывается из С окруж- 
ность радиусом СД и проводится ОЕ | СА, причём етклады- 
вается 2Е — 7. 

Соединяем Ес С и про- 
должаем ЕС до пересечения с 


окружностью в (@, так что 
са=сн=“.. 


С одной стороны, на осно- 
вании предложения 36 


ЕН (ЕН -- НО) = ЕР? 


или в обозначении Гетальди 
АС -- Вт Ааечд. 2О, 


Черт. 34. 


с другой стороны, длина СЁ как гипотенуза равна 


и вот +20), 


мыли в нашем обозначении 
В \2 
и (2) + 7 


и НЕ аеад У (в01 +20) —в> ‚ или в нашем обозначении 


31. Доказательство Клавия предложения 36 36). Клавий сво- 
дит предложение 36 к 35 иешз к лем ме ‘которой нет у Евклида, но 
которая приводится многими комм.нтаторами), что отрезки секу- 
щей между двумя концентричными кругами равны 


АМ = МВ 


и что отрезки касательной между ними равны и делятся точкой 
касания пополам (черт. 35). 

Для приведения предложения 36 к 35, сперва через точки А 
и центр Р круга проводится прямая АН и проводится в О 


36) С1ау1и$, см. прим. 14. 
23 Евклид 
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касательная, пересекающая в точках А, 2 круг, описанный из Р 
радиусом РА (черт. 386). 
Тогда, замечая, что АД —= ЕН, на основании предложения 35 


Черг. 35. Черт. 56. 


имеем АРр.РН= КО. = АВ. В! = АВ? и затем АР. АЕ = АВ. 
Дальше, проводя секущую АСМ, получаем: 


32. Теория транверсалей 3"). 

Предложения 35 и 936, можно сказать, являются первой тео- 
ремой теории транверсалей, которая получает развитие у Карно 388} 
и Понслэ. 

Ближайшим обобщением этой теоремы является теорема Апол- 
лония о хордах конического сечения, по которой (черт. 37) 


МА. МВ _ МА’. МВ’ 
МС-МБ МС’. мМ Г 


при условии, что МА|| М’А’ и МС] М’С’, которая имеет 
очень важное значение в его «Конических 
сечениях>. Эта теорема, в настоящее время 
отодвинутая на второй план, играет сущест- 
венную роль в развитии аналитической гео- 
метрии конических сечений у Эйлера. Даль- 
нейшим обобщением является теорема Нью- 
тона (для алгебраических кривых вообще), по 
которой, если кривая пересекается в точках 
А,, А›,..., Аи, Ву В»...,Ви парой прямых, сохраняющих своё 


ВМВ" — с0п3+. и не зависит от поло- 


направление, то 


жения точки М. 


31) Раре!1ег, [е3 ехегс4сез ае обот@е тодегпе. Тгапзуег- 
за!ез, Ра!1$, 1912. — Сета, Пе Ппе!$ гес#$ зе шукеш зесапИБиз$ зфа- 
{са сопягисНо. 

33) Сагпо\ф, Га обошеше а розШоп, Ра!1з, 1803. 
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Следующим шагом является теорема Карно. 
Пересекая треугольник АВС алгебраической кривой в точках 
@1, @2, @3,...) 61, Вэ, 3, ...› Ст» С, С...) МЫ имеем 


АБ. АБ,.....А6, Са. Са»:....Саз . Ве Всл.....Вбв _ [ — )" 
Сы. СЬ.-...-СЬя Ва: Вао.....Вай Аст. Ас.-....Асп 
(черт. 38, 39). 

Частный случай, относящийся к кругу, выводится очень просто 
на основании положений Евклида. Для этого достаточно пере- 
множить почленно равенства 

45. АВ, — А - Аб, 
Са. Са, = СВ. СЬ,, 
Вс; - Вс. = Ват: Ва.. 


Следует отметить, что теория транверсалей развивалась сперва 
в направлении теории транверсалей треугольника. 


Черт. 39. 


В основе её лежат теорема Менелая (около 80 г. до н. э.) 
и теорема Чевы. Первая даёт при пересечении сторон треуголь- 


ника АВС прямой в точках а, В, 1 7, 
Ат . Ва . С — 1 (черт. 40). 
В @ С ВА 7 


Вторая при пересечении сто- 
рон прямыми, соединяющими точ- 


ку О с вершинами в а, В, 1: 8 > [4 
Ат. . Ва. . Са — | (черт. 41). 
В аС аА в 
Черт. 40. 


Обе эти теоремы обращаются 
и дают условия, необходимые и 
достаточные, чтобы три точки а,В,1 лежали на одной прямой 
или три прямые Аа, В}, Су пересекались в одной точке. 

Обе теоремы выводятся элементарным путём. 
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Нетрудно видеть, что теорема Менелая представляет част- 
ный случай теоремы Карно (когда алгебраическая кривая первого 
порядка). 

32. Сферическая геометрия. Некоторые теоремы, а именно, 
те, которые не зависят от аксиомы параллельных Ги Ш книг, 
имеют место и на сфере, если вместо прямых брать большие 
круги. 

Эти теоремы доказывает Феодосий 39) в своих Элементах 
сферики. | 


Черт. 41. 


Едва ли Феодосий сознаёт, почему ему удаётся найти соответ- 
ствующие аналогии на сфере, а также и то, что среди предложений 
книги Ш остаётся ещё много абсолютных, которые могут быть 
перенесены на сферу. К их числу принадлежат предложения 
книги Ш: 1-19, 25, 28—30. 

При этом 11—12 сливаются в одно, а 15, 26, 27 переносятся 


1 
на сферу с ограничением, чтобы линии не превосходили > боль- 


шого круга. Но 20, 21, 22, 31—36, как зависящие от аксиомы 
о параллельных, на сферу уже не переносятся. 


3) ТнНео4о$11, Зрйаейсогит НЬй Ш а Са\ю ШизтаН 
(в «Ореге>). Есть немец. перев. М№22е. 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ ПУ 


1. Проблемы о хордах. Очень простая задача, разрешаемая 
Евклидом в предложении 1, является первой в ряде постепенно 
усложняющихся проблем. 

Задача построить в круге хорду данной длины является за- 
дачей неопределённой. Чтобы это сделать вполне определённо, 
достаточно зафиксировать один её конец на окружности. Вполне 


7 


Черт. 1. 


естественен переход к случаю, когда точка, через которую про- 
ходит секущая, берется вне круга. Такая задача решается Паппом 1). 

Основываясь на том, что хорды данной длины СД касаются 
круга, концентричного данному, который нетрудно построить, он 
проводит к этому последнему касательную АВ из данной точки 
М (черт. 1). 

Тот же Папп!) решает и другую проблему о проведении 
хорды данной длины параллельно данной прямой. 


-— 


1) Рарр! А!ехапдаг!п1, СоПесНопез, еа. НиЙзсН, Вего- 
101, 1877—1878. Епг!{ ацез, С1 Еетепч, т. ПУ, стр. 269 (12). — 
Апаг! {11 Соштешщага, еа. Сие, Ирчае, 1899, стр. 139. 
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Нетрудно видеть, что хорда, равная ЕР, получается, если, раз- 
делив ЕР пополам, в обе стороны от центра О по диаметру от- 
ложить ОС —= (Е и ОР —= [ЕЁ и восставить к диаметру КЁ перген- 
дикуляры АС и ВД до пересечения с окружностью в точках А), В. 
(черт. 2). 

Эти построения имеются ни у Коммандина и у Клавия. 


2. О вписанном треугольнике. Задача, разрешаемая в этом 
предложении, находит себе применение дальше только в отноше- 
нии равностороннего треугольника (предложение 16 книги ПУ). 
При неопределённости одной вершины задача неопределённая. 

Эта задача, так же как и предложение 1, открывает путь 
тоже к ряду постепенно осложняющихся проблем. 

Папп разрешает задачу о вписанном в круг треугольнике, 
стороны которого проходят через три точки А, В, С, лежащие 
на одной прямой. 

Её естественным обобщением является задача, предложен- 
ная Крамером 2) и разрешённая Кастильоном 3) (1708—1791) в 1776 г. 

Даны три точки А, В, С и круг, вписать в него треуголь- 
ник РЕБ такой, что каждая сторона проходит через данную 
точку (черт. 3). 

а) Предположим, что проблема разрешена и ДЕР искомый 
треугольник. 

Проводим СА] ВС, соединяем СЁ и продолжаем до НЯ. 

Тогда / = ДО и потому / ЕНВ = / Б, и АВНЕ подо- 
бен Л ВОС, так как у них общий угол Ви Д/Н=ДЬ. 


: .ВЕ 
Поэтому РЁ откуда вн= 99:5“. 


2) Задачу Сгашег а см. РЕ. Ц. М., Ехегасез ае Оботеше, 
Ра!з, 1912, стр. 21. 

3) Саз{11110о п, Зиг ип ргоёте ае овотв{ ие р!апе, Моцу. 
Мет. ае ГАсаа. 4е зс., 1776, ВегИп, 1779, стр. 265—288. 
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Далее, если проведём к кругу касательную ВТ: 


ВЕ. ВР = ВТ: 
и 
ВТ? 
ВН = 5: 


Это выражение позволяет нам построить точку Н. 


Черт. 3. 


6) Задача теперь сводится к следующей. провести из данных 
точек Ни А прямые к некоторой точке Е окружности так, чтобы 
СЕ! ВС. 

Проведём РЁ |! АН и соединим СЁ. 

Пусть М — точка пересечения НАс СЁ. Мы определим поло- 
жение этой точки. 

Замечаем, что Л МСОНфАЕАН (ибо Н— общий угол и 
угол М равен углу ЕЁ, так как оба угла дополняют угол Ё до 24). 

Поэтому 

НМ _ НД 
НЕ` НА’ 
откуда 
НЕ.Н@а _ Ни? 
Ино =аН’, 


где НИ — проведённая из Н касательная к окружности. 

Таким образом, положение М известно, с другой стороны 
ДЕР = ГАНС дан. 

в) Нам остаётся решить задачу о проведении через точку М 
секущей МС такой, что угол СРЁ равен углу, образованному 
данными прямыми АН и ВС. 
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Эту последнюю задачу рассмотрим на отдельном чертеже: 

Для того чтобы провести через М хорду, на которую опи- 
рается угол, равный данному, следует построить где-нибудь та- 
кую хорду ЕД и затем провести к кругу, концентричному данному 
и касательному к РО, из М касательную МОЕ (черт. 4). 


Е 
| 
2 74 
74 
и 
6 
[1 


Черт. 4. 


3. Описанный треугольник. Пелетарий и Борелли сперва 


вписывают треугольник РОЛ (черт. 5), а затем проводят каса- 
тельные, Параллельные его сторонам 


[М РО, ЕМ|| РЮ, ММ|| ОР. 


Так как параллельно данной прямой можно провести две 
касательные, то будем иметь всего 8 решений, среди которых 


А 


и 


Черт. 5. 


вместе с описанным в узком смысле, т. е. заключающем в себе 
круг (жва треугольника), будут ещё вне описанные треугольники, 
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т. е. одной лишь стороной касающиеся круга (шесть треуголь- 
НИКОВ). 

4. Вписанный круг. Задачу эту Евклид решает обычным 
в настоящее время путём, проводя биссектрисы углов. Из са- 
мого построения следует, что биссектрисы пересекаются в одной 
точке, 

Это положение является условно абсолютным на не евкли- 
довой плоскости и его следует формулировать так: если биссек- 
трисы пересекаются, то пересекаются в одной точке. 

Р. Симсон замечает необходимость доказательства их пере- 
сечения и выводит это из того, что сумма углов АВС и 
АСВ, а тем более ОВС и ОСВ меньше 24 (черт. 4 к предло- 
жению 4). 

Если вместо внутренних биссектрис будем проводить внеш- 
ние (т. е. биссектрисы внешних углов треугольника), то получим 
ещё три решения (вне вписанные круги, извне касающиеся дан- 
ного треугольника) и вместе с тем убедимся, что две внешние и 
одна внутренняя биссектрисы пересекаются в одной точке, 

Отсюда непосредственно следует, что удвоенная площадь 
треугольника АВС равна периметру 2р, умноженному на радиус 
вписанного круга. 

В самом деле, АВС разлагается на три треугольника АВО, 


АРС, ВОС с площадями, равными -- АВ-РЕ, >- АС.БН, 
1 
>- ВСП. 


5. Особенные точки в треугольнике. Евклид ничего не гово- 
рит об особенных точках в треугольнике. Из предложения 3 он 
не делает вывода, что три биссектрисы пересекаются в одной 
точке, из 4-го, что перпендикуляры к серединам сторон пересе- 
каются в одной точке. Понятия 0б ортоцентре как точке пере- 
сечения высот треугольника у Евклида нет. 

Четвёртой особенной точкой является центр тяжести тре- 
угольника — точка пересечения медиан. Интересно отметить, что 
эта теорема является абсолютной, хотя её элементарное доказа- 
тельство основывается на теореме подобия и потому на аксиоме 
о параллельных. 

Геометрия треугольника исследует свойства этих особенных 
точек 1). 

К упомянутым выше следует присоединить ещё точку „7е- 
муана как пересечение симмедиан, т. е. прямых, симметричных 
медианам относительно биссектрис. 


4) АтсЬ1те4ез, Орега ошщша, е4. Неюего, 1919—1913. 14Ь- 
И аззитрАогит, [ешта У.—Раррь Со|Цес#опез, кн. УП, стр. 62, 
е4. НиНзсП, стр. 761 (1). — Саизз, \егке ТУ, ОбИпееп, 18753, 
стр. 395.— Тгор{!Ке, Сезсысще @4ег ЕететагтаВетаЧК, 
т. ГУ, Вега, 1923, стр. 165 (21). 
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Шестой точкой является точка Жергонна 5) как пересечение 
трёх прямых, соединяющих вершины с точками касания вписан- 
ного круга на противоположных сторонах. 

Теорема о пересечении таких прямых в одной точке выво- 
дится как частный случай теоремы Брианшона 6); возможны п 
элементарные доказательства. 

Особенной прямой в треугольнике является прямая Эйлера, 
соединяющая ортоцентр с центром описанного круга. 

Эйлер доказывает, что на одной окружности лежит 9 точек: 
середины сторон, основания высот и середины прямых, соединя- 
ющих вершины с ортоцентром. Центр этого круга лежит на пря- 
мой Эйлера посредине между ортоцентром и центром описанного 
круга. 

6. Построение правильного пятиугольника. Птолемей. 
а затем Дюрер 7) дают иные, чем у Евклида, построения сторон 
правильных пятиугольников и десятиугольников. 


Черт. 6. Черт. 7. 


Птолемей радиус ОЛ делит в С пополам и радиусом СБ 
описывает окружность до пересечения с диаметром АВ в точке 
1 (черт. 6). 

Тогла ОГ есть сторона правильного десятиугольника, а 1/2 — 
правильного пятиугольника. 

Дюрер даёт приближённое построение пятиугольника с по- 
мощью циркуля постоянного раскрытия, которое он заимствует 


5) Сегооппе, Аппа!ез Ма., ар. 1, М№5$тез, 1810—1811, 
стр. 17. 

6) Вг1апсвоп, Лоигпа! ае ГЕсое Ро1у+., гл. ХИ, 1810. 

1) Ригег, Опаегуебзипе ег Меззипо шЁ аеп Сике, Матп- 
рего, 1527. — Сапфог, УоПезипе йБег Сезсв. 4. Ма., т. ИП, 
«тр. 225, 462. 
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из Чеотеа Пещзсп 8). Берётся отрезок аб, радиусом аб из его 
коицов описываются окружности, пересекающиеся вси & (черт. 7.) 

Из 4 описывается окружность, проходящая через точки а, 68 
и пересекающая две первые окружности в точках } и 2. Соеди- 
няя ри 2 с серединой { прямой а0 и проводя [и 21, получаем 
на этих окружностях точки Й, А. Принимаем йа, аб, Бе за сто- 
роны пятиугольника; описывая же из Йи А окружности ралиуса 
а, получаем и две последние стороны пятиугольника #Йё, Аг. 

7. Правильный пятнадцатиугольник. Источник интереса 
древних греков к правильным многоугольникам и многогранни- 
кам метафизический. 

Корни его следует искать у пифагорейцев, по взглядам ко- 
торых все мировые явления представляют обнаружения различ- 
ных числовых законов и связанных с ними геометрических форм. 
Возможность деления плоскости на правильные треугольники, 
четырёхугольники и шестиугольники имела важное метафизичес- 
кое значение в их мировоззрении. 

Правильные многог: анники имели ешё большее значение: 
атомам четырёх основных стихий: земли, воды, воздуха и огня 
нриписывали формы правильных многогранников: тетраэдра, куба, 
октаэдра и икосаэдра, которые потом пополняются позже откры- 
тым додекаэдром, форму которого приписали пятой стихии — 
эфиру. 

В стереометрических книгах «Начал» мы увидим, какое значе- 
ние для Евклида имели правильные многогранники. 

Гранями правильных многогранников являются: треугольник, 
квадрат и пятиугольник. 

В планиметреческой части «Начал» об этих многоугольниках 
даются сведения, которые затем используются при построгнии 
правильных многогранникев. 

Но почему внимание математиков остановилось ещё на пра- 
вильном пятнадцатиугольнике? Они заметили, что дуга угла на- 
клонения эклиптики к эхватору представляет пятнадцатую часть 
окружности, т. е. дугу, стягивающую сторону правильного пят- 
надцатиугольника. 

Построение пятнадцатиугольника, т. е. деление окружности 
на 15 равных частей, сводится к делению окружности на 3 и на 
5 равных частей 3). 

8. Семиугольник 10). Уравнение третьей степени (не приво- 
димое и поэтому указывающее на неразрешимость с помощью 


8) Чеотшеа Пещзсй. [Шпеа] оаег Е1сВ1зспаа, 1485. 

3) СагЧапиз, Орега ПУ, 1667. Ориз поуит @Ае ргорогНоп:- 
физ, стр. 492. — Саптог, Уойез., т. П, гл. 65. 

10) Редег! со Епг!диез, @| еетепН а’ЕисНае е 1а си са 
алИса е то4егпа, Кота, 1925. [46то аиайо рег сига 4 Атедео 
АбозНт. УоерКе, ГАзеёрме ФОтаг АЖБауатрЬ, стр. 125— 
127.—Ващенко - Захарченко, История математики, Киев, 
1883, стр. 9552. 


! 
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циркуля и линейки), дающее сторону правильного семиугольника, 
выводится Феррари на основании теоремы Птолемея (черт. 8). 

Взяв семиугольник АВСЛРЕРС и полагая АВ = |1, аВС==х, из 
четырёхугольника АВС получаем 


и. ВС: = ВО.СА-- АВ.РОС 
ИЛИ 
х?—=1-- ОС. 


Из  четырёхугольника же 
ВСРЕ имеем 


РС: =ВсС.РЕ-+ ВЬ.СЕ 
р ИЛИ 
Е (2—1) = х.РЕ-1, 
откуда 
ДЕ = 3—9. 


Е е Но РЕ=рсС (так как это 
хорды, стягивающие равные дуги), 
Черт. 8. поэтому: 


х8— ®— 20х10, 


Зная АВ и ВС, построим треугольник ВАС с данным осно- 
ванием ВС и вместе с тем угол в семиугольнике, с помощью 
которого нетрудно построить и сам семи- РА 
угольник. 

9. Девятиугольник 11). Сторона правиль- 
ного девятиугольника не может быть построе- 
на с помошью циркуля и линейки. Задача эта 
сводится алгебраически к неприводимому ура- 
внению третьей степени 


хз -- 1 = 3х, 


корни которого не могут быть построены при 
помощи циркуля и линейки. Приведение задачи 
к кубическому уравнению было сделано впер- 
вые арабским математиком Абул-Джуда. 

В современном обозначении решение Абул- 
Джуда получается при помощи следующих 
рассуждений. 

Пусть АВ (черт. 9) будет сторона правиль- 
ного девятиугольника, вписанного в круг. 
Примем её за основание равнобедренного 
треугольника, вершина С которого будет на- 
ходиться на окружности. Нетрудно видеть, 
что угол при С будет равняться 20°, углы же 
А и В при основании будут по 80°. Опустим из А перпенди- 


1) См. Епг! даиеф, стр. 316 (прим. 10). 
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куляр АО на ВС и построим АР = АВ; тогда АВО булет 
треугольником, подобным АВС, и угол САД будет равняться 60°. 
Если мы построим ЕР = АР, то треугольник АДЕ будет равно- 
сторонним, а угол СОЕЁ, как нетрудно видеть, будет равняться 40°. 
Если мы ещз раз построим ЕР = ЕД, то в равнобедренном тре- 
угольнике ЕДР углы при основании будут по 40°, а угол при 
вершине ЕЁ будет равняться 100°. Отсюда следует, что угол СЁР 
равняется 20° и треугольник СЁЁР будет равнобедренным и 
ЕЁ = СЁ. Опустим перпендикуляр РК; тогда треугольники СЕК 
и АОС будут подобными. 

Положим АВ =х и АС = ВС =1. Из подобия треугольни- 
ков САЕ и АОС имеем 


СЕ _ СА ИЛИ 1 
СК СО СК СО` 
Но ЕС—=2СК, а со СР; значит 
х _ 1 
ЕС Т-СБ' 


боставляя производную пропорцию и помня, что х --- ЕС = АЕ--. 
ЕС =2{, получим 


х 1 


Т72ат св или Х(2--СО)=1. 


Из подобия треугольников АВС и АВР имеем 


4—8 или = Вр. 
Значит, СО = АВ — Вр = 1 — л? и для определения х мы при- 
ходим к уравнению: 
х (3 — ^?) =1, 
ИЛИ 
8-1 = 3х. 


Герон 12) даёт приближённое выражение стороны девяти- 
угольника, а именно, две трети радиуса, откуда выводится при- 
ближённое построение с помощью циркуля и линейки правиль- 
ного девятиугольника. 

Взяв круг АВС и описывая окружности Ре4, 4аас, саб из то- 
чек А, В, С, делящих окружность на три равные части, получаем 
то, что Дюрер называет рыбьим пузырём. 


12) Негоп!з, Сеот. её З{егеот., ед. НаНзсв, ВегоНи, 1884, 
стр. 134, 206, 218, 219. 
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Приближённое построение стороны правильного девятиуголь- 
ника, предлагаемое Дюрером, состоит в следующем: радиус @8 
делится на три равные части а2, 21, 16 (черт. 10). Описывается 
радиусом 42 круг; прямая, соединяющая точки е и } пересе- 
чения его с дугами аеб и а}6, представляет сторону правиль- 
ного девятиугольника, вписанного в малый круг. 

10. Теорзма о вписываемом и описываемом правильном 
многоугольнике. У Лежандра, а затем и во всех наших учеб- 
никах, доказывается возможность вписания правильного много- 


9 


С 
Черт. 10. Черт. 11. 


угольника с любым числом сторон в круг. С евклидовой точки‘ 
зрения Лежандр доказывает только то, что если правильный мно- 
гоугольник существует, то существует окружность, проходящая 
через все его вершины. 

Но в евклидэвом смысле Лежандр не доказывает существо- 
вания правильного многоугольника; это достигается только по- 
строением в данном круге с помощью циркуля и линейки пра- 
вильного многоугольника. Это делает Евклид для трех-, четырех- 
пяти- и шестиугольников. 

В настоящее же время доказано, что это возможно для сем- 
надцатиугольника 13). . 

Вообще, если число сторон п простое, то это возможно лишь 
при = 27 -- |, причём т == 22. 


13) Сацз$, 01заи1$Шюопез атйвтеНсае, Об{тсеп, 1796, \Уегке, 
т. И, стр. 120. --К1еги, Г.есопз$ зиг се{цатез диезНопз ае овёотеё- 
41е &6тел{аше 1г. раг С@пе<, Рашз, 1895. — Уав1еп, КопзгиКЧ- 
опеп ипа Арргохта{опеп, [.е1р2ю. — ТгорЁКе, Сезсысве ег 
Е!епеп{агта\В ета К, т. ГУ, ВегИп, 1923, стр. 193. 
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Упомянем практический приём деления окружности на пл ча- 
стей (к чему сводится построение правильного я-угольника). 

Приём Биона!1) состоит в том, что на диаметре круга стро- 
ится равиосторонний треугольник АВС; диаметр делится на п 
равных частей (черт. 11). 

Соединяя вторую точку деления с вершиной С, мы, продол- 
жая С2 до пересечения с окружностью в О, получаем АБ как 
п-ю часть окружности (на чертеже дано построение стороны АД 
девятиугольника). 

Теория многоугольников развивается Мейстером {1724—1788} 

и Мебиусом (1796—1868). Наиболее подробные сведения имеются 
у Брюкнера (Втискпет) 15). 
14) М. В1оп, Тганё 4е сопзгисНоп её 4ез рипфраих изарез 
4ез шутите ае шаШётаНаиез. — Сапфог, Уопез., т. И, 
стр. 672. — Ргез$ |ап4, Оп 1е В1${огу 91 се{ай1з$ сеот. аррго- 
хипаЧоп$. Ргосее4 тез 01 4Ве ЕЯаригов Ма. Зочеу, т. Х. 

15) Вгискпег, \У!ееске ипа УеШасве. Твеоце ип Сезсв- 
сме, Гера, 1864. 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ У 


1. Отношение и схоластика. Евклидово определение отно- 
щения, так же логически не действующее, как его определение 
точки, линии, поверхности и прямой. 

Математическое отношение (количественное) в этом опреде- 
лении подводится, как вид, под род — общее понятие, которое 
на русском языке мы называем тоже отношением (в общем смы- 
сле), а на латинском ге]а{о. 

Аристотель 1) говорит: «Отношение является то отношением 
двойного к половинному, тройного к третьей части и вообще крат- 
ного к кратной части, превосходящего к превосходимому, то от- 
ношением нагревающего к нагреваемому, режущего к разрезы- 
ваемому и вообще действующего к страдлающему; далее, отношение 
измеряющего к мере, познающего к познапию и чувствующего 
к чувственному восприятию». 

Эта аристотелевская категория имеет богатую схоластическую 
литературу *). 

В каждом отношении Аристотель различает субъект, конеч- 
ный член, основание (зи ]есит, фегийпиз, ипд4атетщии). В мате- 
матическом отношении А:В субъект — А, конечный член — В, 
основание — количество. 

Уже начиная с Альберта Великого 3), схоластик бьётся над 
вопросом; если члены отношения Аи В существуют, то суще- 
ствует ли само отношение? 

Эта онтологическая схоластическая проблема в математи- 
ческой области превращалась в проблему: следует ли отношения 
чисел или вообще величин относить к той плоскости существо- 
вания, в которой находятся числа или величины, следует ли счи- 
тать отношение числом. 


1) Аг! з(о+е|!ез, Орега. е4. О14о, Саевронае, гл. У. 

2) В1езе, РиЙозорШе 4ез Айз{юеез, 1871. — Сапфог, У\ог- 
|ез, т. |, стр. 238. —Д. Мордухай-Б олтовской, Генезис 
современного числа, Известия С. К. Г. У., 1928, стр. 61. 

3) А1Бегкиз Мазпиз, Орега, е4. Латту, [уоп, 1653, т. Ш, 
стр. 207. 
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Фома Аквинский 4) развивает учение Аристотеля о катего- 
рическом и условном отношении. 

Категорическое отношение не относится только к числам; 
оно мсжет быть между всякими вещами, не предполагая особен- 
ных условий, при которых оно только и имзет место. Примерами 
могут служить отношения тождества и различия (основанием яв- 
ляется категория субстанции), равенства и неравенства (количе- 
ства), подобия и нзподобия (качества), причины и действия. 

Все эти отношения ни от чего третьего не зависят, они всегда 
при всяком условии имеют место. 

Примеры условных отношений: отношение науки к познавае- 
мому, движущего к движению. 

Необходимые условия ргальности отношения: субъект дол- 
жен существовать, конечный член должен реально от него отли- 
чаться, основание должно быть положительным и реальным в раз- 
личных членах. Чтобы получить достаточное условие, следует 
прибавить ещё требование р?ального сущестзования обоих чле- 
нов, что и имеет мэсто в категорическом отношении. 

Математическое отношение следовало бы отнести к катего- 
рическим. В (А:В) оба члена Аи В постулируются существую- 
щими, отношение А:О не имеет смысла, так же как О:В. 

Но математическое отношение схоластики менее всего жа- 
луют. Указывают, что вещь имеет бесконечное число отношений 
к своей половине, к трети, к четверти и, таким образом, является 
носителем актулльной бесконечнэсти, которую Аристотель не 
признаёт и которую схоластики уже с некоторым колебанием 
стараются изгнать, оставаясь верными Аристотелю. 

Анализируя схоластические споры об отношении, мы вскры- 
ваем в них эмбрионы мат›матических идей, касающихся чис- 
ловых отношений. 

В тесной связи с проблемой ргальности отношения стоит 
проблема: при одинаковом отношении А к В, к Сикрд следует 
ли считать в А одн) отношение или несколько (АВ), (АС), (АО), ... 
иными словами, если А отец, В, С,... сыновья, то сколько в А 
отчеств. 

Две постоянно враждующие между собой школы томистов 
и скотистЭв отвечают на это различно. Первые говорят одно, 
вторые мяого. 

Переводя этот спор на плоскость математических понятий, 
можно спросить: следует ли одинаковость отношений а:6, с:а 
рассматривать как их т›ждестзо, как равенство чисгл? 

В такой постановке вовсе не спрашивается: представляет ли 
отношение собой число, но только — можно ли смотреть на оди- 
наковость отношений как на нечто вполне аналогичное равенству 
чисел. 


4) Тпотаз Ади! пафиз, Орега Ошща, Котае, 1884, Ори- 
зси!а 48. Оцег!{по{з, С!уреиз Твоп!$Нсае рЫЙозоршае. Ау!- 
сеппа, МёарвузК. иБегз. Ной, [ер2е, 1909. 


24 Евклид 
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2. Отношение с методической точки зрения. Каким обра- 
вом определять отношение в школе? На этот важный вопрос от- 
ветить совсем не та‹ легко. Конечно, сейчас никому не придёт 
в голову вводить в школьную практику евклидово определение 
отношения, но вместе с тем можно поставить вопрос, следует ли, 
как это многие делают в настоящее время, отождествлять отно- 
шение с дробью. Я пе берусь дать окончательный ответ на этот 
вопрос, но вс$ же отмечу, что такое стремление встать на на- 
учно-формальную точку зрения производит определённое насилие 
над теми не вполне ясными представлениями об отношении, ко- 
торые существуют в сознании учащихся, тем более, что к понятию 
об отношении мы приходим не в результате арифметической 
операции деления, а в результате сравнения двух объектов. 
Правда, это сравнение осуществляется при помощи создания не- 
которого числа (индекса отношения, как говорили раньше), кото- 
рое получается при помощи деления. Можно доказывать свой- 
ства пропорций, сводя отношения к дробям, но отождествлять 
отношение с дробью равносильно отождествлению длины окруж- 
ности с пределом периметра, вписанного в последнюю много- 
угольника. 

Если мы обратимся к истории методики изложения теории 
пропорций, то придётся сказать, что в старых учебниках геомет- 
рии долежандровского типа понятия отношения и числа резко 
отделяются одно от другого, хотя, начиная с Ньютона и Лейб- 
ница, математики уже рассматривают иногда число как некоторого 
рода отношение. В это время, например, говорят: «содержание 
(так раньше называли отношение) есть сравне1тие двух однород- 
ных величин. Пропордия есть сравнение двух равных содержа- 
ний». Конечно, такое определение не хорошо хотя бы потому, 
что «сравнение» в первом и во втором предложениях берутся 
в различных смыслах. 

В учебниках ХХ в. назлюдаются несколько ступеней в фор- 
мализации понятия об отношении, причём на крайность, т.е. на 
полное отождествление отношения и числа, решаются очень не- 
многие. Даже в настоящее время в ХХ веке есть стремление 
определять отношение с уклоном в сторону сравнения. У Бореля 
и Серре отношением двух однородных величин называется «число, 
выражающее меру одной из величин, когда другая принимается 
за единицу», иными словами, если отношение и выражается чис- 
лом, то принципиально оно является не числом, а мерой. У Ла- 
круа «отношение есть число целое или дробное, показывающее 
сколько раз одна величина содержится в другой» или «отноше- 
ние или содержание двух чисел есть частное от деления одного 
на другое» 5). 


5) Робуш, Теоретическая арифметика, Харьков. — У шаков, 
Новая арифметика, СПБ, 1915. — Лакруа, Основания арифме- 
тики, СПБ, 1826. — Серре, Курс арифметики, Москва, 1881. — 


К КНИГЕ У 371 


3. Отношение в логистике. В логистике, старающейся све- 
сти математичэские понятия к чисто логическим, математическое 
отношение тоже рассматривается как частный случай общего по- 
нятия отношения. Однако исследования логистов в области ло- 
гики отношений резко отличаются от схоластических. Для них не 
имеют значения вопросы реальности существования отношений. 
Весь их интерес лежит только в тех законах формальных опе- 
раций, которым подчиняется это понятие. Под такое определение 
отношения, обозначаемое а Р БВ, подходит, конечно, и наше а:6. 

Математическое отношение а: не принадлежит к категории 
коммутативных: 

аЮь не равно бЛа, 


но оно будет транзитивным: 
арх Юс—=аЮс 


как отношения равенства, *параллелизма и вывода. 

4. Евклидово отношение и число 6). История книги \У Ев- 
клида, содержащей античную теорию пропорций, это — история 
арифметизации геометрии, история эволюции числа. 

Для Евклида число — это собрание единиц (определение 2 
книги \11), так что дробь для него ешё не является числом. 
Между геометрическими величинами и числами ещё нет взаимно 
однэзначного соответствия; отношение двух отрезков, площа- 
дей или объёмов ещё не сводится к отношению двух чисел. Ев- 
клиду приходится строить две теории пропорций: величин в книге У 
и чисел в УП. С нашей точки зрения он повторяется 1). 

Но это только с нашей точки зрения, а не с точки зрения 
самого Евклида. У Евклида не только нет взаимно однозначного 
соответствия между геометрическими величинами и характери- 
зующими их числами, но у него даже нет идеи рода, объемлю- 
щей видовые понятия геометрической величины и числа; эта идея 
является результатом дальнейшей эволюции математической 
мысли. 


Борель, Арифметика, Москва, 1923. — Никулычев, Ариф- 
метика, Москва, 1904. — Попов, Арифметика, Москва, 1937. 

6) Эвклидовых Начал восемь книг, пер. Ф. Петрушев- 
ского, СПБ, 1819. — Сапфог, У\Уойез., т. |, стр. 222, 250. — 
Не! Бего, Зи еп, стр. 83. — Напске|, Сезсысме 4ег Ма- 
+пе:п., стр. 389—393. — Уозъ Ге Еп\аескипез-ЧезсысШе 4ег 1- 
гайопа!еп пасп Р]афоп ип апдегеп ОцеНеп аиз !У. Ллайтипаей 
В.оПо{песа Ма{Бета\са (3) 10, стр. 592—655. — Вефё {11 Га ае- 
Нийдопе 4 ргорогрюпе е4 й У 1. 4г ЕисИНао, Ремо4ко Маю. 
УП, 1892. — У:псепрхо У{у1апь Ошщо Иго аеси ЕетепЧ 
4 ЕисНае, 1924. — Н111 Оп е ЁЫНЬ Боок о ЕисШа. Сатьг. 
Коуа! 50с. Тгапз. 22 (1921). 

1) Д. Мордухай-Болтовской, Из прошлого пятой 
книги Начал Евклида, Математическое Образование, 1916, № 7—8. 


24* 


372 КОММЕНТАРИИ 


Чисто формальная точка зрения совершенно чужда Евклиду, 
определение класса совокупностью формальных законов ему чуждо. 

Число и прямолинейный отрезок (в его терминологии «пря- 
мую>) он не решается отнести к одному классу только потому, 
что будут тождественными те законы, которым подчиняются со- 
ответствующие формальные операции над ними. 

Величины в книге | (аксиома 7) взаимно налагаются. 

Аксиомы 1, 2, 3,... («Равные одной и той же равны между 
собой»; «Если к равным придадим равные, то получим равные»; 
«Если от равных отнимем равные, то получим равные» и т. д.) 
все относятся не к числам, а к геометрическим величинам, т. е. 
к классу, в который отнюдь не входят числа. 

Но в высокой степени интересным является то, что эти и 
другие аксиомы лежат в основе Арифметики Евклида; все ариф- 
метические действия над числами Евклид сводит к действиям над 
особым классом отрезков, составленных из одного определён- 
ного, отвечающего единице. 

Между отрезками этого класса и целыми числами существует 
взаимно однозначное соответствие, которое позволяет Евклиду, 
идя в обратном современному направлении, свести не геомет- 
рию к арифметике, а арифметику к геометрии. 

Как только дробь станэвится числом, результаты книги УП 
начинают толковаться в обобщённом виде. В пропорции а:6 —=с:4 
члены а, В, с, Я оказываются не только целыми числами, но и 
дробями. Характерно определение Беха-эд-дина деления как 
отыскания числа, которое с единицей находится в том же отно- 
шении, что делимое с делителем. 

Понятием об отношении чисел Евклид в книге У не поль- 
зуется, но у него есть понятие об отношении величин. Оно даётся 
определением 3 книги У. 

«Отношение есть некоторая зависимость двух однородных 
величин по количеству». 

Но понятие пропорциональности имеется как для величин, 
так и для чисел. 

Для величин определение 6 книги У. 

«Пропорцио нальными называются величины, имеющие то же 
отношение». 

Для чисел определение 20 книги УП. 

«Числа пропорциональны, если первое от второго и третье 


от четвёртого составляют то же кратное или ту же долю ") 


т 
или ту же дробь > |?. 


Книга УП проводится независимо от У; не будучи в силах 
охватить эти два понятия пропорциональности чисел и пропор- 
циональности величин в одном общем их объемлющем понятии 
пропорциональности вообще (конечно, в смутной форме у него 
имевшемся), Евклид даёт определения этих понятий раздельно, 
так что общим у них остаётся только название. 
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Определение отношения величин у Евклида остаётся мёрт- 
вым, логически не действующим; рабочим определением является 
5 — равенства отношений. 

На алгебраическом языке оно выражается так: 


а: —=с:а, 
если при всяких целых числах, 11, и таких, что 


та`> п также тс > па, 
та < п также тс < па, (1) 
та= пб также тс = па. 


Что такое отношение? Евклид пытается определить. Но тогда 
следовало бы определить и то, что представляет тождественность 
или одинаковость отношений. 

Здесь положение то же, что и с понятиями прямого угла, 
площади и т. д., равенство которых Евклид не определяет, но для 
которого даёт аксиомой 7 книги [ признак. Определение 5, 
дающее такой признак, скорее является аксиомой, чем опреде- 
лением. 

То же самое относится и к определению большего и мень- 
шего отношений (определение 7), выражаемого в алгебраической 
символике так: 


а: с:а, 
если для некоторых целых чисел т, п 


та > пб, 
тс < па. (1) 


5. Архимедова аксиома 8). В евклидовой системе аксиом нет 
архимедовой аксиомы: «какую-нибудь величину можно взять 
столько раз, что она превзойдёт всякую данную величину». Но 
Евклид неявно пользуется этой аксиомой. 

Чтобы понять четвёртое евклидово определение книги У, 
следует вспомнить то, что мы сказали об евклидовом определе- 
нии вообще. 

Это определение носит явно аксиоматический характер и 
утверждает, что две величины могут находиться в математиче- 
ском отношении, только если для них имеет место аксиома Архи- 
меда, если кратное одной может быть больше другой. 

Что такое отношение? Это разъясняется определением 3, кото- 
рое подчёркивает однородность величин, находящихся в отно- 
шении. За этим определением ставится вопрос: все ли однороод- 
ные величины имеют отношение? 


8) Ф. Петрушевский, Архимеда две книги о шаре и ци- 
линдре, измерение круга и леммы, СПБ, 1823. 
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Клавий 9) в четвёртом евклидовом определении видит отри- 
цательный ответ. 

Он разбивает род (величина) на два вида: 1) находящихся 
и 2) не находящихся между собой в отношении. 

Первые это те, которые обладают свойством, определяемым 
аксиомой Архимеда, а именно, отрезки, прямые, площади, объёмы, 
прямолинейные углы. 

Вторые, которым присуще чудесное свойство, состоящее 
в том, что прибавление ка...а, а, а... не даёт возможности 
превзойти 8. Такой величиной, по мнзнию Клавия, является угол 
касания. Сколько раз мы его ни брали бы, мы получаем вели- 
чину меньшую, чем любой прямолинейный угол. 

6. Несоизмеримые величины. Иногда приходится читать, 
что Пифагор открыл иррачиэнальные числа. Конечно, это не 
верно. Пифагор открыл не существование нррациональных чисел, 
а существование отношений, не выражаемых числами. 

Следует думать, что прежде мыслили все величины соизме- 
римыми, всякое отношение геометрических величин, в частности 
прямолинейных отрезков, считалось равным рациональному числу. 
Во времена же Евклида вполне ясно сознавалось, что существуют 
отношения и не выражаемые отношением двух целых чисел, т. е. 
рациональной дробью. 

Чисто геометрическое доказательство существования несо- 
измеримых величин, например, несоизмеримости диагонали квад- 
рата с его стороной, ведётся при помощи операции над величи- 
нами, которую ныненазывают алгорифмом Евклида—нахождением 
общей меры. Формально он вполне соответствует алгорифму 
нахождения общего наибольшего делителя, развиваемому Ев- 
клидом в книге \/]] «Начал» (см. предложения 1,2); следует только 
заменить деление числа А на число В последовательным откла- 
дыванием отрезка В на А, пока не получится в остатке отре- 
зок г, меньший В. 

Алгорифм Евклида определяется системой формул 


А= Ва", 
В = 7191 ">, 
71 == Р242 -[ 73» 


п—1 == Гибв Е Гп+1. 


Если Г„..-=0, то г» оказывается общей мерой Аи В. 

Если этот процесс никогда не прекращается, то общей 
меры для Аи В не существует, иначе говоря, А и В несоизме- 
римы. 

7. Актуальная бесконечность в истории иррациональных 
чисел. Открытие несоизмеримых величин положило конец наив- 


9) С1ау{1из, Ецс 1191$ Еетешца, 1574. 
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ному представлению о существовании взаимно однозначного со- 
ответствия между величинами и рациональными числами (или 
вернее отношений целых чисел). 

Бруншвиг 10), видимо, правильно предполагает, что был про- 
изведён целый ряд попыток численного выражения диагонали 
квадрата со стороной, равной единице, раньше, чем была уста- 
новлена игразрешимость этой задачи. 

Само пифагорейское мировоззрение должно было распола- 
гать к вере в разрешимость этой проблемы, и открытие её не- 
разрешимости нанесло ему неисцеляемую рану. 

Интересно отметить, что установке логически необоснован- 
ного, но психологически объясняемого взаимно однозначного 
соответствия между геометрическими величинами и числами, пу- 
тём расширения идеи числа, предшествовал краткий период 
особенного понимания произведений 


ар, абс, абса, ..., 


когда постулировалось взаимно однозначное соответствие между 
геометрическими величинами и числами, но при этом числами 
не только рациональными, как до Пифагора, но и целыми. 

Разница была только в том, что брались актуально-беско- 
нечные числа, которых не знала античная мысль. 

«Линия, — говорит Ривар 1), в своих «Элементах матема- 
тики», — умножается на другую линию, если Первая берётся 
столько раз, сколько точек во второй: например, чтобы умно- 
жить АС на СО, следует линию АС взять столько раз, сколько 
точек в линии СО»; это значит, что для получения произведе- 
ния АС на СДО следует представить, что проведены линии, равные 
и Параллельные АС; они заполняют пространство АСОВ, и по- 
этому произведение одной линии на другую даёт прямоугольник. 

Но эти целые числа — уже актуально-бесконечные числа, 
которыми определяется сколько раз неделимэе (актуально-беско- 
нечно малое ХУП и начала ХУШ в.) содержится в конечной ве- 
личине. 

Но этот подход к иррациональным числам от актуально- 
бесконечно малого не получает дальнейшего развития, так как 
предреволюционная мысль энциклопедистов производит револю- 
цию в области математики, уничтожает актуальную бесконечность 
и выдвигает на её место потенциальную бесконечность — д’алам- 
беровскую идею предела 12). И именно в этом направлении через 


10) Втипзсву!{! се, [е$ @арез 4е 1а рНЙозорШе та&й6та- 
Чдие, Ра!г1з, 1912, стр. 17. 

11) К|уага, Нететз 4е МашётаНаиез, Райз, 1788. 

12) РА |етьег\, Епсус1ор64е под словом МшЁе; также: 
Ме!апоез 4е Ш6гайе, Фыз$оше е 4е 1а риЙозорШе, Моцу. 64. 
т. У, Атз+., 1767. 
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Ньютона и Л. Бертрана 13) — идёт зарождение понятия ирраци- 
онального числа, ведущее к уничтожению книги У «Начал» Ев- 
клида. Иррациональное число выступает здесь не как бесконечное 
число актуально-бесконечно малого, а как предел сходящего- 
ся ряда, и только много позже возвращаются к помощи акту- 
альной бес‹онечности, так как без неё, т.е. без теорий мно- 
жеств, потенциальная бесконечность обнаруживает свою сла- 
бость при строго логическом обосновании теории иррациональ- 
ных чисел, 

8. Глухие числа. Уже в шестидесятых годах ХУП в. 
у Арной) дробь начинает рассматриваться как отношение. 
У Ньютона15) различие между 2/3 и 2:3 исчезает. Для него 
вполне определённо всякое читло является отношением. Видимо 
эта точка зрения принадлежит и другим Математикам его эпохи. 
Так, Лейбниц говорит, что отношение Ак В это не что иное, 
как число, выражающее А, когда В принято за единицу. 

Отсюда следует, что величина (таспИиЯо) отличается от 
отношения (га4о), как конкретное число от абстрактного. 

Но всякое ли отношение является числом? И во времена 
Ньютона обычно на это отвечали отрицательно. Можно сказать, 
что не только до Ньютона, но и во время Ньютона не суще- 
ствовало иррапиональных чисел, не только в нашем смысле, но 
и в смысле Лежандра, как чисел, определяемых взаимно однознач- 
ным соответствием точек прямой и чисел. 

Но было бы совершенно неправильно думать, что признава- 
лись только числа рациональные. Нет, наряду с ними сущест- 
вовали иррациональные числа в смысле чисел «глухих» или «не- 
мых» (зиг4и$). Анализируя отношение к ним математиков ХУ][ и 
ХУП вв., мы должны прийти к заключению, что название 
«числа» не вполне отвечает содержанию, которое в них вклады- 
валось. 

С одной стороны, «глухие» или «немые» числа — это числа, 
но не «выражаемые в словах». Математика в них не могла ничего 
уловить, кроме пустого символа, если не вкладывать в них 


чисто ггометрического содержания, например, если не считать У 2 
стороной квадрата с плошадью, равной 1. 

«Глухими» числами, — говорит Кардан 6), — называются такие, 
которые не могут отчётливо (4915Н1&е) быть мыслимы и назы- 
ваются они Так потому, что не могут быть расслышаны (ша 


13) [.. Вег4гапа, ПОбуеюрретепё зиг |1а рае @6тещате 
ае Оботё ше, Раг!з, 1767. 

м) (Агпа14и$), Моцуеацих 616тешз ае оботёше, Райз, 
1667, 1683. 

д) Мемфоп, АИтейса ищуегзаНз (есть франц. пер.. Рап5, 
1802). 

16) Саг4апиз, Ргас4са Агивтейсае, 1539, гл. 1. Ве зи еси$ 
аг{птеНс!; (в «Орега>). 
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аи 1 поп роззи) и не могут быть воспроизведены (аша Пей 
поп роззи\). 

Эти глухие числа меняют своё название, становятся ирра- 
циональными и их право на отнесение к числам время от вре- 
мени оспаривается. «С одной стороны, — замечает Штифель, — 
мы видим, что операциями над иррациональными числами, анало- 
гичными операциям над рациональными, доказывается то, что 
нельзя доказать без них, и чувствуем их реальность; с другой 
стороны, иррациональное число мы никак не можем выразить 
отношением рациональных чисел и не можем признать их истин- 
ными числами, как не можем признать таковыми бесконечные 
числа». 

Штифель 11), полемизируя с одним неудачным изобретателем 
квадратуры круга Долэ 18), старается доказать, правда, рядом 
очень туманных рассуждений, что отношение окружности к диа- 
метру не представляется ни °‘выражаемым (41с1]е), ни невыражае- 
мым числом (шасЫе). 

9. Определение равенства отношений. Определение 5 сле- 
дует хорошо продумать. Оно постулирует, что неравенство 


ТА = пВ (Г) 
влечёт за собой всегда 

тс = пр, 
а неравенство 

тА = пВ (П) 
влечёт 

тС —=п р, 


причём второе неравенство должно иметь место при всех це- 
лых числах (т, п), при которых имеет место первое перавен- 
ство. ° 

Этого не понимает Рамус, который указывает, нападая на 
определение 5, что числа 4, 3, 5, 4 не пропорциональны, хотя 
при 6.4 < 9.3 также 6.5 < 9.4. 

Но при 6.4-=3.8 имеем 6.5 < 4.8 ит. д. 

Следует также отметить, что одно условие | является недо- 
статочным. 

Необходимо ещё выполнение П, которое приходится ставить 
только при условии, что для всякого п существует такое м, чте 
тА превосходит 7В, т. е. постулировать аксиому Архимеда 13}: 
для всякого п существует такое т, что, с одной стороны, 


тА = пВ, 


т-ПАЗ ЛВ. 


11) 31111 е11и $, Аитейса Ищерога, 1544. Аррепах. 

18) 3 топ аи Свезше ае ПБо[{е, Оцадгахге аи сег4е, 
1584. 

19) См. прим. 8. 


с другой, 
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Условия Ги |] сменяются такими: при значениях 271, п таких, 
что 
тА=пВ < (т- ПА, 


тс пр < (т 1) С. 


имеем также 


При этом значения м, меньшие т и большие т--1, можно 
не рассматривать. 
В самом деле, 
ВА < ТА, и потому < пВ, 
С < тс, и потому «пр, 
УА > (т--1А, и потому > пВ, 
УС > (т--ПС, и потому > пр. 


В своей деарифметизации геометоии (т. е. в освобождении 
её от алгебры) итальянские учебники уже нашего времени 
(например, Саньо и д’Овидьо ?0)) заменяют евклидовы условия 
следующими: 


па = ть а’, 3 
пс =ра с’, (3) 
где 
а’ <Ь, 
с’ ха, 
и 
т = р. 


Эти условия являются эквивалентными евклидовым. А именно, 
мы получаем: 


из вторых 
ра < пе <(-+1а, (4). 
а так как т = р, то 


та < пе < (та. (5) 


Обратно от евклидовых нетрудно перейти к условиям Саньо 
и д’Овидьо. 

Этого рода точка зрения проводилась ещё в ХУП в. Такэ 21); 
ниже мы приводим критику Такэ евклидовой теории пропор- 
ций, приведшую его к новой теории пропорций. 

10. Экспонент. Если А и В соизмеримы, то 


А— тс, В —= пс, 
где т и ип — целые числа. Мы тогда можем написать 
А:В=т:1. 
20) Запп!о е ФЧО\!а1о, НМетепи 4 Сеотеша, Марой, 


1869, 1906, 1910. 
1) Таацеф Е1етеща Сеоте#ае, 1654. 
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Отношение т:л в настоящее время отождествляется с числом. 


т 
И число и отношение обозначается через = так что пишут: 


Но прежде (даже в ХУПГ и в начале ХИХ в.) строго разли- 
т т 
чали т:т от —. Рациональная дробь —/ являлась только экспо- 


нентом (показателем, Чепоппа юг) отношения величины А (числа) 
к величине В (числу). 

Кестнер 22) определяет так экспонент: «Экспонент отношения 
есть число, которое означает, сколько предыдущий член содер- 
жится в последующем>. Это понятие идёт, кажется, от Клавия. 

Несоизмеримые величины сперва не имели экспонента, но 
затем экспонентом стало иррациональное число. 


т 
У Ньютона > обращается в т:п — число становится отно- 


шением. У Лежандра всячое отношение является числом рацио- 
нальным или иррациональным. 

11. Бертран и Лежандр. Арно, Луи Бертран и Лежандр — 
вот три ступени постепенной арифметизации геометрии. 

То, что у Бертрана высказывается в робкой форме, то 
Лежандр высказывает вполне категорически. 

Лежандр и все авторы учебников лежандровского типа 
всякое действие над отрезками заменяют соответствующими 
действиями над числами, им соответствующими; произведение 
а понимается только как число, квадрат суммы двух отрез- 
ков АВ и ВС выражается формулой 


(АВ-+- ВС} = АВ? 2АВ.ВС-+ ВС», 


потому что квадрат суммы чисел а и В, определяющих величины 
этих отрезков, будет 


(а 5)? —= а? + 2аь -- 68°. 


Вполне понятно, что Лежандр, лучшие труды которого отно- 
сятся к т6ории чисел, должен был дойти до крайнего предела 
арифметизации геометрии. Для него из равенства 


а: —с:а 
аа- 6с. 


«Эта истина, — говорит Лежандр, — в числах верна, значит, 
она верна и при всяких других величинах, лишь бы они изобра- 
жались через числа, что всегда можно положить. 


следует 


22) Каз{пег, Ашапозетийпаепт 4гг Ма{ПетаНК, 1758. 
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Например, если А, В, С, р — четыре линии, то можно во- 
образить, что одна из них ЛД служит мерой; тогда, будут ли А, 
В, С соизмеримы или несоизмеримы, во всех случаях они выра- 
жаются числами, в первом случае соизмеримыми (рациональ- 
ными), во втором несоизмеримыми (иррациональными}». 

То, что до чисто арифметического обоснования теории 
иррациональных чисел математики и после Лежандра чувство- 
вали себя несколько неловко в критических местах элементарного 
курса геометрии, м жно видеть в примечаниях учебника Лакруа, 
в которых он как бы старается оправдаться перед читателем 
в своих арифметизирующих тенденциях. 

«Испытывается, — говорит Лакруа 23), — некоторое затрудне- 
ние в перенссении на части пространства понятия отношения 
в таком виде, как оно понимается лля чисел, в особенности, 
когда дело идёт о несоизмеримых между собой линиях, но 
туман рассеется, если обратить внимание на то, что сравнивать 
две линии возможно, только относя их к общей мере, но тогда 
их отношение есть действительно число или дробь, члены кото- 
рой, выражаемые числами, представляют то, сколько раз мера 
заключается в каждой линии. 

Хотя эту дробь невозможно показать в том случае, когда 
отношение несоизмеримо, но она тем не менее существует». 

12. Исправленный Евклид. Комментаторы ХУ! в. Евклида 
не критикуют, а только раззясняют; высказываемое ими мне- 
ние выдаётся или за мнение самого Евклида, или за мнение, 
согласное с его взглядами. 

В ХУП в. выступает «ЕисИ4ез тезНийи$», т. е. исправлен- 
ный Евклид 2“). 

Евклида не только комментируют, его же и исправляют. 
Пополняют систему аксиом, исправляют определения, меняют 
части всей логической постройки и делают попытки полной её 
перестройки. \^ 

Арзе, Озанам, Такэ, Борелли, Саккери, Арно — вот ряд 
ступеней всз более и более существенных перестроек «Начал». 
Особенное внимание на книгу У обращает Борелли, чьё имя 
связано также с историей развития теории параллельных и кото- 
рый оказал очевидное влияние на Саккери. Однако сам он здесь 
ещё в большей зависимости от Клавия, вероятно, и от других 
своих современников. В его «ЕисИаез гезИ\из» интересна и ори- 
гинальна книга У «Начал». 

Он резко критикует определение 5 книги У. - 


23) [асго1х, Еётем$ ае Овотёе 4е ГЕсое Сепгае 4ез 
О цашез МаЧопз, Райз, 1814. 

24) Воге!1и$, ЕисНАаез гезНии$, Котае, 1670. — Зассве- 
г1из, ЕнсНАаез аб ошпЁ паеуо ушсаи$, Медюо1]ат, 1733. См. 
также Епое!-3{&ске!, Ме Тнеоце 4ег Рага|НеШщейт, Гер- 
21°. 1895. 
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Всякое научное определение должно ясно изложить природу 
определяемой вещи через свойство возможное, истинное, первое 
и известнейшее, которым определяется вещь и отличается от 
какого-либо другого объекта. 

Свойство же, излагаемое в евклидовом определении, таково, 
что нельзя узнать, дабтся ли оно в действительности, так как 
мы не можем определить, даётся ли это бесконечное число 
равнократных, единовременно ббльших и единовременно мень- 
ших, так что не знаем верно ли оно... 

В определении отношения и пропорции он видит неопреде- 
лённость и неясность, он подчёркивает неопределённость в опре- 
делении отношения, указывая на возможность не одной, а многих 
взаимных зависимостей, и на то, что здесь, а также в определе- 
нии пропорциональности, дело идёт о специальном типе зави- 
симости. . 

Интересна критика Борелли, относящаяся к так сказать 
преждевременной арифметизации теории пропорций, сводящей 
определение пропорциональности к равенству экспонентов отно- 
шения, получаемых делением (а и 65) (си а). 

Говоря в своей критике о числах, Борелли разумеет под 
иррациональными числами только корни из рациональных чисел. 

Невозможность ‘представления всякого показателя отноше- 
ния таким числом приводит его к заключению о неверности 
утверждения, что всякое иррациональное отношение можно 
считать числовым. 

Пропорция чисел и геометрических величин у него вклю- 
чаются в пропорцию величин вообще, к которым и относятся 
исправления книги \У «Начал». 

Соизмеримая пропорциональность, т. е. пропорциональность 
двух пар соизмеримых величин (а, 6), (с, а), им определяется 
так, как Евклид определяет в книге УП пропорциэнальность 
чисел, а именно, по определению 20 книги УП числа называются 
пропорциональными, когда первое второго, а третье четвертого 
равнократные, или равно частные или равно многочастные. 

Соединительным звеном между соизмеримой и несоизмери- 
мой пропорциональностью является определение неравенств 
отношений 

4:6 =с:а, 


где а и В несоизмеримы, а с и 4 соизмеримы. 
В алгебраической символике это определение выражается так: 


т 
а = — в 
—=— п , 


если с:4=т:п, где т и п — целые числа. 

В словесном выражении: отношение а к В больше (меньше) 
ска, если а больше (меньше) той же части 8, какую соста- 
вляет с от 4. 


382 КОММЕНТАРИИ 


Дальше идёт определение а: 26:4 в случае несоизмери- 
мости диф, си 4 с помощыо вспомогательного соизмеримого 
отношения е:7: 

а: > с:а, 


если при а: >е:} имеем также с:4 «<е:}. 
Наконец, пропорциональность определяется таким образом: 


а:6 не >с:4 и не <е:а 


согласно указанным выше определениям. 

Критику Борелли интересно сравнить с критикой Такэ, ко- 
торый становится на совершенно другую точку зрения. 

Борелли выступал против определения, основанного на 
употреблении бесконечного класса; собственно говоря, он ста- 
рается исправить Евклида в духе самого Евклида, признающего 
только то, что может быть в действительности получено постро- 
ением. Такэ же старается исправить Евклида так, чтобы он согла- 
совался с логическими идеями того времени, так ярко очерчен- 
ными в знаменитой порт-роялевской логике (Арно и Николь). 

По мнению Такэ?5), учение Евклида встречает следующие 
затруднения: 

1) Определение 5 равенств отношений, а отсюда и пропорции, 
даёт не сущность пропорции, а только один из ев признаков. 

2) То, что доказывает дальше Евклид относительно пропор- 
ций, опираясь на своё опредзление, не может быть доказат?ль- 
ством того, что указанное им свойство действительно присуще 
равенству отношений, распространённому на абсолютное равен- 
ство отношений, т. е. на то истинное равенство отношений, 
идея которого предваряет всякое математическое исследование. 

По мнению Такэ, «одно дело сказать, что отношение пло- 
щадей треугольников с равными высотами АВС и ЕЕ равно 
отношению их оснований АС и О», и другое — сказать, что для 


всяких целых чисел т, п, для которых т АВСЕпОСЕ также 


и т АС тов, и незаконно утверждать, что если второе дока- 


зано, то доказано и первое без особого оправдания евклидова 
определения пропорций». 

Но определение самого Такэ равенства отношений оказы- 
вается столь же мёртвым, как и определение отношения Евклида. 

«Два отношения (а криск 4) подобны или равны, когда 
предыдущее а равно (аедие) или так же (т. е. не больше и не 
.меньше) содержит своё последующее В как предыдущее с со- 
держит последующее 4, или короче, сколько В содержится в а, 
столько @ в С. 

Входящее сюда понятие «содержания» Такэ разъясняет для 
случая рациональных отношений, а для иррациональных он не 
даёт разъяснения, считая это само собой понятным: «Еели про- 


25, См. прим. 21. 
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порция иррациональная, то эта вещь не может и не должна 
разъясняться». 

Так как из своего мёртвого определения Такэ ничего не 
может извлечь, то ему приходится к нему приклеить аксиому, 
которую потом Дешаль 26) возводит в определение, заменяющее 
евклидово. 

«Отношения (а кВ) и (ск 4) равны, если последующие 
(т. е. 6 ка) и их подобные части, каковы бы они ни были, равное 
число раз содержатся в предыдущих ‘т. е. а к 6)>. 

алгебраической символике это истолковывается таким 
образом: четыре величины а, 6, с, а пропорциональны 


а: —с:а, 
если, обозначая через (6141), (5.45), ..., (В 14} такие величины, что 
р — тб а4=т,4,, 


где т,;— целые числа, а через а) с; — остатки, определяемые 
равенствами: 


а=п, | а, с=р,а,-Н ср 


где а; <В,, < а ап; и р; — целые числа, то одновременно 
удет 


п, — р, 


Что касается системы положений теории пропорций, то 
средством её упрощения у Такэ является обычный в ХУП в. 
способ обращения доказывавшихгя раньше положений в оче- 
видные истины. 

В этом отношении усматривается большое сходство между 
рационалистами ХУП в. и современными логистами; разница 
лишь в том, что ту роль, которую раньше играли аксиомы, 
играют теперь определения, к которым не предъявляется иных 
требований, чем те, чтобы из них могли быть извлечены напе- 
рёд намеченные теоремы. 

К определению 4 Евклида Такэ присоединяет опять в каче- 
стве аксиомы положение о равенстве величин, имеющих к одной 
и той же величине (или к равным) одно и то же отношение, 
обратное ему, затем аналогичное, относящееся к неравенству 
и, наконец, положение: отношения, равные одному и тому же 
отношению, равны между собой. 

Не вполне ясны взгляды Такэ на предложения 12 и 15. Он 
не называет их аксиомами, но поступает с ними так, как если бы 
это были теоремы, доказательства которых так просты, что их 
и не стоит приводить. 

О предложении 15: «Две величины имеют между собой такое 
же отношение, какое имеют их равнократные», он говорит: это. 


25) Пезспа!е$, НМетема ЕицсН4$ НБ. обо, 1675. Франц. 
изд. 1672, 1675 и других годов. 
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положение можно было бы принять и за аксиому, если только 
правильно понимать, что такое подобные части. 

Вне сомнения такое обращение целого ряда раньше доказы- 
вавшихся положений в очевидные истины обусловливается не 
одним методическим стремлением к сокращённой тгории пропор- 
ций для более лёгкого усвозния её начинающими изучать 
Евклида, следует при объяснении этого явления учесть и то, что 
эти положения с постепенной арифметизацией уже стали приобре- 
тать, Хотя и не в сильной степени, ту очевидность, которая 
раньше им не была присуща. 

Область понятия числа далеко расширяется за пределы 
евклидовых, т. е. целых чисел, 

Общность формальных законов, присущая отношениям 
и числам, прекрасно сознавалась математиками этой эпохи; она, 
можно сказать, каждую минуту вставала перед их глазами, так 
что они против воли приучались смотреть на отношение как на 
число; вследствие создавшегося через это настроения ума и воз- 
никали эти иллюзии очевидности. 

13. Подобие отношений. В некоторых рукописях определе- 
ние 8 даётся словами: «пропорциональность есть подобие отно- 
шений» ’Ауа)о-а 0: ёсйу 1 лфу №0уюу Онобтте. Это определение 
представляет интерес. В некоторых списках стоит вместо оно. ти<— 
заототте, т. е тождество отношений. 

Следует думать, что подобие представлялось слишком общим, 
неопределённым понятием, под которое подводилось и подобие 
отношения сторон и отношения площадей подобных треуголь- 
НИКОВ. 

Но затем тождество показалось слишком узким понятием; 
отношение 12:10 не решались считать совершенно тождествен- 
ным отношению 6:5. Отношение АВ:СРО казалось тождествен- 
ным 418;::С\О\, если АВ = А.В}, Ср = С\Р., но не тождествзн- 
ным 2АВ:2СО, а только равным. Барроу настаивает на‘ замене 
оолОттв И таотот1е словом (60т1С. 

14. Первые шесть предложений книги У «Начал». Книга У 
Евклида не принадлежит к числу пользующихся особой популяр- 
ностью; о первых шести предложениях было, например, сказано, 
что они представляют простые предложения конкретной арифме- 
тики, изложенные языком, который делает их неудобопонимае- 
мыми для современного интеллекта. Многие находили, что эта 
книга представляет определённый параллелизм с арифметиче- 
скими книгами УП—!Х, где ряд предложений книги У доказы- 
вается наново специально для чисел. Только в ХХ в. книга У 
Евклида получила признание; знаменитый математик Феликс 
Клейн признал её одним из перлов античной математической 
мысли. 

Для того чтобы разобраться в этом, нужно хорошо понять 
принципиальное отличие позиций греков и современных матема- 
тиков в рассматриваемом вопросе. Книга У посвящена общей 
теории отношений. Для современного математика всякое отноше- 
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ние двух величин может быть представлено числом рациональным 
или иррациональным; поскольку законы математических опера- 
ций, установленные для целых чисел, распространены и на дру- 
гие классы чисел, вплоть до иррациональных и комплексных, 
нет надобности в создании специальной теории операций с отно- 
шениями. 

Совершенно иное положение было для греческого матема- 
тика. Для него число — 4206 — это прежде всего целое число, 
собрание нескольких единиц, к тому же часто определзнным 
образом расположенных (фигурные числа). Пока отношения 
выражаются целыми числами, всё обстоит благополучно. Но 
как быть, когда отношения перестанут выражаться целыми 
числами? 

Все данные говорят за то, что идея целочисленных отноше- 
ний зародилась в древнем Египте; мы встречаем целочисленные 
отношения в архитектурных. деталях гробницы Менеса (1-я дина- 
стия) и пирамид. В дальнейшем целочисленные отношения сдела- 
лись основой модулярной теории, которая почти одновременно 
появляется как в греческой, так и персидской архитектуре. В Пзгр- 
сии она появилась после завоевания Египта Камбизом вместе 
с пленными египетскими архитекторами, введшими целый ряд 
египетских мотивов в архитектуру дворцов и царских могил 
Ахеменидов. В Греции поборником идеи числа, как выражающего 
истинную сущность вещи, является Пифагор, родина которого 
Самос был! при Поликрате в тесиейших отношениях с Египтом. 

Но уже очень скоро греки поняли, что далеко не все эле- 
менты правильных геометрических фигур могут быть выражены 
не тольчо целыми числами, но даже и отношениями целых чисел, 
нашими дробями. Как тогда надо было ставить определение 
отношения двух величин? 

Пока отношения выражались целыми числами, для опреде- 
ления отношения двух длин нужно было меньшую повторять 
кратным столько раз, сколько нужно для того, чтобы она срав- 
нялась с большей. Если это число равно 21, то меньшая длина, 
взятая 7 раз, будет равна большей, взятая тр— 1 раз меньше 
её, взятая т --1 раз больше. 

Нетрудно видеть, как нужно изменить определение отноше- 
ния в случае дробного числа. Если отношение двух длин а и 


т . 
выражается дробным числом > То если мы возьмём а крат- 


ным п раз, а Ь кратным т раз, то полученные длины ла и тв 
будут равны друг другу; вместе с тем, мы возьм$м В кратным 
т—1 или т--1 раз, то получим длину, соответственно мень- 
шую или большую длины ла. Таким образом, для определения 
дробных отношений мы пользуемся равенствами 


(т—1)6 < па, 
тб —= па, 
тЫ па. 


25 Евклид 
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В том случае, когда длины а и В несоизмеримы, среднее равен- 
ство тб —па невозможно, но оба крайних продолжают оста- 
ваться справедливыми. Их то и принял Евдокс, которому при- 
писывается авторство основной части предложений книги У, 
в качестве определения отношения двух величин в самом общем 
случае. 

Вся сущность книги У содержится в следующих определе- 
НИЯХ: 

<(4). Говорят, что величины имеют отношение между 
собой, если они взятые кратно могут превзойти друг друга. 

(5). Говорят, что величины находятся в том же отноше- 
нии: первая ко второй и третья к четвёртой, если равнократ- 
ные первой и третьей одновременно больше или одновременно 
меньше равнократных второй и четвёртой каждая каждой при 
какой бы то ни было кратности, если взять их в соответствую- 
щем порядке. 

(7). Если же из равнократных кратное первой превосходит 
кратное второй, а кратное третьей не превосходит кратного 
четвёртой, то говорят, что первая ко второй имеет большее 
отношение, чем третья к четвзртой». 

Значение определения 4, равносильного так называемой 
аксиоме Архимеда, было понято только в ХХ в.; 5 жеи 7 опре- 
деления по существу разнозначны определениям равенства и не- 
равенства иррациональных чисел при помощи метода сечений 
Дедекинда. 

В первых шести предложениях книги У рассматриваются 
элементарные свойства отношений. 

Первые два в современной форме можно выразить так: 

«Если та, ть, тс... суть любые равнократные а, 6, с,..., то 


та | ть те +... = т(авье-...)». 


«Если та, па суть некоторые кратные от а, а тб, пб суть 
такие же кратные от 8, то та + па = (т па и ть -Р п = 
—(т-—- п) будут одинаковыми кратными соответственно 
от аи 6>. Можно сказать, что оба эти предложения выражают 
распределительные законы умножения в том случае, когда сомно- 
жителями являются числа т, п и геометрические величины а, 6, 
с,..., При этом предложение | выражает распределительный 
закон слева, а предложение 2 распределительный закон справа. 
Для отрезков распределительный заков был установлен в 
предложении | книги ШП, для чисел же в предложениях 5 и 6 
книги УП. 

В другой форме эти предложения могут быть выражены 
формулами: 


а_с а ас 

Предложение 1. Если У=т, 105 а 
асе е_/ ае _с--7 
Предложение 2. Если ИЕ, 10 =. 
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Предложения 3 и 4 касаются умножения равных отношений 
на целые и дробные числа. 

Предложение 3 в современной форме выразится так: 

«Если та и тб суть равнократные а и В, то п (та) и п (тв) 
будут равнократными а и >. 
Или: 
а _ с то 4 16, 
а’ а’ 


Последняя форма приближает к выражению предложения 4 


«Если 


Если ы С то та 1 
< — = — —=——_>. 
| а’ ПВ па 

Первые три предложения доказываются очень просто при 
помощи разложения предыдущих членов на величины, равные 
последующим, при доказательстве же предложения 4 применяется 
определение 5. 

Сущность доказательства заключается в следующем: 


Если ==, то при любых р и а будет (определение 5) 
если рта > апб, то и] ртс >> апа, 
если рта —= 9пв, то и ртс = впа, 


если рта < апр, то и ртс < апа. 


Поскольку же р и 4 суть какие угодно числа, то из этих нера- 
венств по тому же определению 5 следует 
та _ те 
п па’ 
Предложение 5, которое в современной формулировке можно 
выразить так: 


или же в виде равенства: 
та — тё = т(а— 5), 


представляет распространение предложения 1 на случай вычита- 
ния (или отнятия) отрезка. 
При доказательстве Евклид употребляет следующий призм. 


Дано: АВ АЕ . Нужно доказать: =— = АВ. 
ср С Ш СР 
Построим СН, удовлетворяющее пропорции 
АЕ _ ВВ 
СГ СН?’ 


25% 


388 КОММЕНТАРИИ 


т. е. возьмём четвёртую пропорциональную для АЁ, СГи ЕВ — 
построение, которое даже для прямых линий разбирается только 
в предложении 9 книги УГ; выполнимость этого построения 
для величин Евклидом не доказана. Построивши эту величину СН, 
Евклид доказывает, что она равна остатку /Г) после вычита- 
ния С/ из СР. 

Так как употребление построений, возможность которых еще 
не доказана, совершенно не в духе Евклида, то Симсон даёт 
другое доказательство, заимствованное им из перевода Евклида 
с арабского, сделанного Кампаном. Доказательство это таково 
[Хизс (Неа{П), т. П, стр. 146]. 

«Возьмём АЦ таким же кратным РО, каким АЕ будет 
от СР (черт. 1); тогда АЁ будет таким же кратным от СЛ, 
как ЕС от СО (У, 1). Но АЕБ, согласно предположению, 
такое же кратное от СЛ, как АВ от СРО; значит, Е@ равно АВ. 


[1 7. Е В 


а оононененаныы) 


ГА Е т 


——————————————=щ———=—————ы——— 


Черт. 1. 


Отнимем общую величину АЁ, остаток АС будет равен 
остатку ЕВ. Значит, поскольку АБ такое же кратное от СА, 
как АС от ЕР и поскольку АС равно ЕВ, то АЕБ есть та- 
кое же кратное от СА, как ЕВ от РО. 

Но АЕ есть такое же кратное от СА, как АВ от СО; 
значит, ЕВ есть такое же кратное от ЕО, как АВ от СР; 
что и требовалось доказать>. 

Шестое предложение так же относится ко второму, как. пятое 
к первому. В современной формулировке его можно дать так: 
«Если даны та, ть и па, пб, то 


та — па=(т— па и т — = (т—пбд. 


В доказательстве Евклид различает случаи, когда т— п равно 
или не равно единице. При этом он употребляет тот же приём, 
что и при доказательстве предложения 5: он сначала берёт от- 
резок, удовлетворяющий доказываемому равенству (в нашем слу- 
чае прикладывает к СО слева СА, равную /), и затем доказывает, 
что эта СА’ будет равна получаемому остатку @Р от вычитания 
СС из СО. 

15. Связи между членами равных и неравных отноше- 
ний. Четыре предложения с 7 по 10 образуют единую группу 
и по особенностям формулировки (в каждом предложении дока- 
зываются и прямая и обратная теоремы), и по методу доказа- 
тельства, основанному на непосредственном или посредственном 
применении определений о и 7. 
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В предложении 7 доказывается, что равные величины имеют 
одинаковые отношения к одной и той же величине и наоборот. 
Идея доказательства состоит в том, что поскольку одинаковые 
кратные равных величин тоже равны между собой, то они одно- 
временно будут больше, равны или меньше какой-нибудь кратной 
третьей величины, т. е. согласно определению 5 будут стоять 
к этой величине в одинаковых отношениях. 

В издании Гейберга после этой теоремы идёт следствие, 
которое в некоторых манускриптах помещается после 4-го пред- 
ложения. По существу, это следствие, пытающееся оправдать 
операцию «обращая» (зхудкаму — определение 13), неуместно ни 
после 4 ни после 7 предложений. Действительно, предложе- 
ние 7 касается трёх величин: 

А__ В С _С 


если А=В, то с=с\й м=в, 


тогда как операция «обращая» требует четырёх величин, сос- 
тавляющих пропорцию: 
если а:6 —=с:а, то 8:а—а:с. 
Предложение 8 касается неравных величин; в современной 


форме оно может быть выражено так: 


а |, С С 
если ар, то >си > 1: 


Пользуясь определением 7, мы должны доказать, что суще- 
ствуют такие равнократные а иф, что первая превосходит, 
а вторая не превосходит какой-то кратной с, т. е. 


та > пе = тд. 


Евклид различает два случая. Поскольку а >6, то остаток 
а —В может быть больше или меньше 6. 

Рассматриваем первый случай, когда а— 8 =4а < 6. 

Повторяем @ столько раз кратным, чтобы превзойти с; 
пусть 


та > с. 
Затем образуем такие же кратные 
ть и та) = та. 
Теперь находим такое кратное с, чтобы было 
(п— Пс ть < пе. 


Полученное кратное лс будет превышать некоторое кратное тб 
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второй величины 6, но оно не превзойдёт такого же кратного та 
от а. Действительно, 


та =ть-— та > (п Пее= пс, 


а Ь 
а это показывает, что у > =. 


Аналогично рассматривается и второй случай, когда а — 8 == 
— а _`>Ь; в этом случае повторяется кратным В, и мы имеем 


ть с т(в-а)=та, 
(п— 1) с < тб < пс, 
та =ть та> (п Пес ис, 


так как @ >В, а тб с. 

Предложение 9, представляющее обратное по отношению 
к предложению 7, легко доказывается от противного при помощи 
предложения 8. 

При доказательстве же предложения 10, являющегося об- 
ратным по отношению к предложению 8, и которое Евклид до- 
казывает от противного, им была допущена ошибка, раскрытая 
Симсоном. 

Действительно, у Евклида ход рассуждений таков: дано, что 


требуется доказать, что А > В. 

Доказательство от противного распадается на два этапа: 
сначала Евклид доказывает, что А не может быть равным В, 
а затем, что ДА не может быть меньше В: ‹ибо тогда А имела 
бы к С меньшее отношение, чем В к С (предложение 8). Она 
же не имеет. Значит, А будет больше В». 

Вот здесь-то и появляется затруднение. Если мы говорим, 
что А имеет к С меньшее отношение, чем В к С, то это значит, 
что существуют такие равнократные А и В и такое кратное С, 
что 1) взятое кратное В больше кратного Си 2) что такое же 
кратное от А не больше кратного С. Для того чтобы исключить 
эту возможность, нужно доказать, что если какое-нибудь кратное 
В будет больше данного кратного С, то такое же кратное А 
будет всегда больше данного кратного С. 

Если прибегнуть к методу сечений Дедекинда, то это рас- 
суждение будет равносильно следующему: - 

«Пусть будут два числа А и В, производящих сечения 


...@...« Ах... @'... 
... 9... Вх... Ш’... 
Если АВ, то все а’ будут больше всех 8, но некоторые 
из В’ могут быть и больше а’. 


Симсон заменяет евклидовское доказательство следующим 
(см. Хизс, стр. 157]. 
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«Пусть А имеет к С отношение большее, чем В к С, 
А больше В. 

Действительно, поскольку А имеет к С отношение 
большее, чем В к С, то-есть некоторые равнократные А, 
В и некоторое кратное С такие, что кратное А больше 
кратного С, но кратное В не больше его (определение 7). 

Возьм$м их, и пусть О, Е будут равнократные от А, 
В, и Р кратное С, такие, что Д больше, чем Р, но Е не 
больше, чем Р. 

Значит, РД больше, чем ЕЁ. 

И поскольку 0), Е суть равнократные А, В и О больше, 
чем Е, то А больше, чем В. 

Далее, пусть С имеет к В отношение большее, чем к Д: 
В меньше А. 

Действительно, тогда есть некоторое кратное Рот С 
и некоторые равнократные Е и Д от В и А, такие, что Р 
больше, чем Ё, но не больше, чем О (определение 7). 

Значит, Е меньше ШО; и поскольку Еи Ш равнократ- 
ные от Ви А, значит, В меньше 4». | 


Доказательство Симсона основывается на аксиоме, что если 
из двух равнократных величин одно будет больше другого, то 


такое 
НЫМИ 


же отношение будет и между теми величинами, равнократ- 
которых они являются. 


16. Дальнейшие свойства отношений. Поскольку ритори- 
ческая форма изложения Евклида представляет определённые 
трудности для понимания, то в дальнейшем мы будем давать 
доказательства их в современной математической форме. 


Предложение 11. Если отношения АС И 6—2 
В р р Г’ 
то А= 2. 
В | ° 
Берём 
Н=тА  @=тС К=тЕ, 
[ — пВ, М=пр, — М= п 
Так как 
А:В =С:0, 
то, согласно определению 5, мы должны иметь одновременно 


тА > пВ, тС пр, 
тА=пВ, тс = пр, 
тА < 18, тС< пр. 


Далее, из равенства отношений 


С: =Е:1 
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следует, что одновременно 
тС пр, тЕ` 
тС =пр, тЕ=1, 
тС < по, тТЕЗШ 
значит, одновременно 
тА>пВ, тТЕ> 1, 
тА—=пВ, ТЕ ИГ 
тА < пВ, тЕ<Х Ш 


Согласно же определению 5 это обозначает, что 
А: В = Е: 1. 
Предложение 12. Если дано, что 
АСЕ 
в О ТГ’ 
то 


Берём 


Равенства 
А: В —=С:)==ЕЁ:! 


равносильны одновременному существованию трёх групп соот- 
ношений: 
тА > пВ, тс по, ТЕЗШ 
тА=пВ, тС=про, тЕ=ы 
тА<1пВ, тС<по, ТЕХШ 
Или 
тА>пВ, тА-тС-тЕ> В + пр - пр 
тА=пВ, тТА-тТС + тЕ=пВ пр -- Ш, 
тА<пВ, ТАетТС--тЕ < пвпВ--пр- т. 


Согласно предложению | эти соотношения могут быть перепи- 
саны в виде: 


тА>пВ, т(А-С-ЕЕ)> 1 (В--ЬО-И, 
тА—=пВ, т(А-С-Е=п(ВЬО-И, 
тА < пВ, тА-С-А < п (В-Б-И,. 


о 
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Эти же соотношения, согласно определению 5, равносильны про- 
порции 
А _А-С-Е 
В В-НО-Г` 
Эта теорема употреблялась Аристотелем («Этика Никома- 


хова», \У, 7, 1131 Ъ 14) в форме: «как одии к одному, так и 
все ко всем»>. 
А _С С Е А_Е 
Предложение 13. Если в=в и э>т, то 5 >-. 


Поскольку С:О>Е:|, то, согласно определению 7, должны 
быть такие равнократные от Си Е 


Н=тС, @=тЕ 
и другие равнократные от Р и / 
Ю=по, Ё==1р 
что одновременно должны существовать равенства 
тС>пр и тТтЕ=< 1. 


ёА С 

Из равенства же отношений В И В следует, что одновремен- 
но должно быть | 

> > 

М=тА =пВ —=М и тс =пр. 

< < 

Это значит, что при 
тА > пВ 


будет 
тЕ = п, 


т. е., согласно определению 7, 

А > Е 

В Г` 
А С идъс ивр. 
В р 
Действительно, из неравенства А >С по предложению 8 сло- 
дует, что 


Предложение 14. Если 


АС 

В” В 
ИЛИ 

СС 

БВ 


Согласно же предложению 19 это значит, что 
В > р. 
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Аналогично доказываются и случаи: 
если А—= С, то В=), 
если А«С, то В<О. 
Предложение 15, соответствующее формуле 
а _ та 


доказывается, как предложения 1 — 3, путём разложения на частя 
ни подсчёта количества найденных частей (с применением предло- 
жений 7 и 12). 

17. Производные пропорции. При переводе книги У Евклида 
известные трудности представило то обстоятельство, что на рус- 
ском языке нет установившихся терминов для перевода грече- 


7 Ё В С 1 2 
—— 


Черт. 2. 


ских соудёуть бе)0уть и т. д. В настоящем переводе взята терми- 
нология, которой пользовался С. Я. Лурье при переводе <«Гео- 
метрии неделимых> Кавальери, но во избежание недоразумений 
соответствующие термины поставлены в кавычки. 
Предложение 16. Если А:В =С:ДО, то и А:С =В:.0 
{операция «перестановки>). 
Берём 
Е=тА 1[=тВ, Н==нПС, С==по. 
По предложению 15 
А:В = тА:тВ = Е: 
С:р==пС;тр = Н:0. 
По предложению 11 
Е:1=Н:С, 
тА:тВ = пС:п0. 
По предложению 14 мы можем заключить, что 
если ТША`>пС, тои тВ`> пр, 
если ША —= С, тои тВ=п О, 


если ША < пС, тои тВ < пр. 
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Согласно же определению 5 это означает 


А _В 
СТО’ 
АЕ-- ЕВ __ СТ Ш 
Предложение 17. У ИИ У И 
АЕ _ С! 
ЕВ Ш‘ 


Помещаем чертёж к этому предложению, отсутствующий 
в тексте Гейберга (черт. 2). 
Берём 
Н@ =тАЕ, СК=тЕВ, КХ == 1ПЕВ, 
[М=тСс ММ=тШ, МР=иШ. 
Согласно предложению | и 2, 
если НО —=тАЕ и ОСК=тЕВ, то НК=тАВ, 
если ГМ = тСТ и ММ=тГО, то ЕМ=тсСр, 
если СА—=тЕВ и КХ = пЕВ, то СХ=(т-п) ЕВ, 
если М№—= т/О) и М№МР=п/О, то МР=(т- я) О. 


Теперь из пропорции 
АВ:ВЕ= СО:О7Т 


вытекает, согласно определению 5, 


> . 
если тАВ = (т -- п) ЕВ, то т ср= (т—л) О, 


что равносильно пропорции 
НК:ОХ = ЁМ: МР. 
Предположим, что имеет место первый случай 
тАВ =НК>> (т-Ё п) ЕВ = ЦХ, 
Н-ск СК- КХ, 
НС > КХ. 
Точно так же, если 
Е№М = ЕМ-- ММ > МР = ММ- МР, 
М >> МР. 


Таким образом, мы видим, что 
если НС > КХ, то и [ГМ > МР, 
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И аналогично докажем, что 


если Н@ = КХ, то и ЕМ = МР, 
если НС < КХ, то и ЕМ< МР. 
Поскольку же 
НО —= тАЁ, ЁМ = тСГ, 
КХ = пЕВ, №Р = п), 


то вышеприведённые "равенства по определению 5 выражают, 
что имеет место пропорция 


АБ: ЕВ = СГ:ГР. 


Доказательство предложения 18, являющегося обратной тео- 
ремой по отношению к предложению 17, ведётся методом дока- 
зательства от противного, что требует опять предварительного 
построения четвёртой пропорциональной для величин АВ, ВЕ 
и СО, о чём см. ниже. 

Предложение 19. Если АВ: СР = АБ: СТ, то 


(АВ — АБ):(СР — СГ = АВ:СВ. 
Из пропорции 


АВ _ АЕ 
Ср СТ 
заключаем на основании предложения 16 
АВ _ СБ 
АЕ СГ’ 


затем на основании предложения 17 
АВ—АЕ _ Ср-— 
АЕ С ’ 
а отсюда на основании предложений 16 и 11 
АВ—АЛЕ _АЕ _ АВ 
Ср— С СГ СЬ` 
Предложение 19 заканчивается фразой, поставленной у Гей- 


берга в скобки и предваряющей «следствие». 
Из соотношения 


АВ _ВЕ 
ср Ш 
перестановкой получается пропорция 
АВ_ СВ 


ВЕ ОГ' (1) 
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которая в дальнейшем сравнивается с ранее установленной про- 


порцией 
АВ __ СР 
АЕ СТ’ 


Ав _ СБ 
АВ-ВЕ СБ-Б’ 


получаемой из (1) при помощи «переворачивания» (определение 16). 
Это рассуждение имеет определённый дефект: доказано лишь, 
что пропорции (1) и (2) вытекают из - 


АВ:СР = АЕ: СТ, 


но не то, что пропорция (2) вытекает из (1), как утверждается 
в следствии. Гейберг считает, что следствие принадлежит Евклиду, 
а поставленная в скобки вводящая фраза является позднейшей 
интерполяцией. Однако вполне возможно, как думает Хизс, что 
и это следствие наряду со следствием после предложения 6 есть 
позднейшая вставка, сделанная с целью оправдать существование 
операций ауатаму и дуастоёфауи, для которых нет специальных 
предложений, а имеются только голые определения 13 и 16 в на- 
чале книги У. 

18. Аксиома Клавия. Евклид при доказательстве предложе- 
ния 18 пользуется одной аксиомой так же неявно, как он поль- 
зуется аксиомой Архимеда. Аксиому эту вскрывает Клавий 77). 

Постулируется существование четвёртой пропорциональ- 
ной, т. е. существование такого х, что при данных а, 6, с: 


или, что то же, 


(2) 


х:а=щ:с. 
Доказательство того,. что из 
а:6 —с:4 следует (а + 5): = (с +а:а, 


ведётся от противного с помощью предыдущей обратной теоремы, 
что из 


(@ НВ): —= (^-- а):4 следует а:В==с:а. 


Предполагается, что (а --6):6 равно не (с + а):а, 
а какому-то (с -- 4):е, где е больше или меньше 4. 
В первом случае на основании предложения 17 


а: —= (с -а-е):е, 
откуда можно получить 
(е а):а=(е-а—е):е, 
а так как с-|-4 > се +4—е, то должны иметь и 4 > е, что про- 
тивно условию. 


27) ЕисНа$ ЕЛещт. НЬй ХУ ансбюге Спг. С|ауто, 1574 и 1654. 
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Таким же образом устраняется и второй случай. 

Подлинность этого доказательства оспаривается Робертом 
Симсоном. 

Вайлати 28) доказывает это утверждение ссылкой на то, что 
в латинском издании «Начал» Кампануса, составленном по араб- 
скому переводу, содержится другое доказательство, не зависящее 
от аксиомы Клавия. 

В истории эволюции идеи числа это доказательство не играло 
роли. 

Между тем, метод доказательства предложения 18 книги У 
составляет именно тот метод, который принимался Лежандром 
для доказательства пропорциональности углов и дуг в случае 
несоизмеримости и других аналогичных положений. 

Аксиома Клавия должна была оказать большой толчок в на- 
правлении арифметизации геометрии. 

Как мы выше заметили, едва ли сам Евклид включал числа 
и геометрические величины в один класс. Но такое включение 
совершенно определённо совершилось при создании буквенного 
счисления. 

Для Евклида пропорция (равенство отношений) а:6=с:а 
имеет место или для геометрических величин (книга У) или для 
чисел (книга УП). Для позднейших математиков (а, 5) (с, 4) суть 
величины вообще (таспН_и@тез 11 сепеге); может быть, что (а, 6) — 
геометрические величины, а (с, 4) — числа, но при этом, если 
(а, 6) одного рода, то и (с, 4) одного рода. 

Аксиома Клавия тогда постулирует возможность для гео- 
метрических величин ($, с) и для числа а найти такое число, что 


х:а —=Ь:с. 


Возьмём х =! и мы будем приведены к необходимости при- 
знать всякое отношение даже несоизмеримых величин как отно- 
шение числа к единице. 

Если за с принять единицу меры, то результат измерения 
Ь:1 представляется отношением числа к 1. Остаётся только отожде- 
ствить отношение с числом, чтобы получить взаимно однозначное 
соответствие между геометрическими величинами и характеризу- 
ющими их числами. 

19. Окончание пзедложения 19. В некоторых рукописях 
после окончания следствия идёт следующее место, исключённое 
Гейбергом из текста Евклида и отнесённое в приложение. 

«Эти же отношения имеют место и для равнократных 
величин и для пропорций, поскольку если первая второй 
будет такой же равнократной, как третья четвёртой, то 
получится, что как первая ко второй, так и третья к чет- 
вёртой. Однако обращать этого нельзя; если было бы, что 
как первая ко второй, так и третья к четвёртой, то не 


28) Энриквес, Элементарная математика, СПБ., 1913, статья 
Вайлати. 
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всегда получится, что первая второй и третья четвёртой 
будут равнократны, как, например, бывает в случае полу- 
торного отношения, или равного единице с четвертью 
и других подобных, что и требовалось доказать». 

20. Сложные отношения. Следующие четыре предложения 
книги \ «Начал», а именно, 20—23, посвящены обоснованию тео- 
рии сложных пропорций (определения 17 и 18). 

Предложение 20. Если 


А: В == ):ЁБ, 
В:С = Е: 1, 


если АЗС, тои ОЪГ 
если А—= С, тои Р=/, 
если АХС, тои О</ 
Если А>> С, то по предложению 8 
А С 
в7в' 
или, ПОСКОЛЬК а _-2, 
УВЕ‘ 
С 
ЕВ. 
Но на основании следствия из предложения 7 


ГИНЕЙ 
ВЕ 


и, значит, 
р [ 
ЕЕ: 


По предложению 10 это требует, чтобы 
р [. 


Аиалогично доказываются и оба остальных неравенства. 
Предложение 21. Если 
А:В = Е: [, 
В:С =):Е, 
то 
если А>С, ти ОЪГ 
если А=С, тои О=/, 
если А<С, тои Р</. 
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Из неравенства А`>С на основании предложения 8 получаем 


А (@ 
вв. 
А Е 
Но в =Т › значит, 
Е С 
т7в: 
Из равенства В В следуе е — В значит 
р С — Е ду Т В — Ур) , , 
Е Е 
т7в' 
откуда по предложению 10 
р` Г. 


Предложения 20 и 21 являются леммами, служащими для до- 
казательства соответственно предложений 22 и 25. 
Предложение 22. Если 


А _ О В _Е 
ВЕ’ С ТГ’ 
то 
А _ 2 
ст Г’. 
Берём 
Н=тА‚ К= М=рс, 
@=тр, [= ИЕ, М=р/ 
Из пропорций 
А _Б В _Е 
ВЕ’ б-Т 


следует (предложение 4) 
тА_тр ив _пЕ 
пВ ВЕ’ РС р’ 
ИЛИ 
Н:К= 0:1, К:М=Е:М. 
По предложению 20 мы имеем: 
если НМ, тои @>М 
если Н= М, тои @=—М, 
если ПД<М, тои а<М, 
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или 
2 > 
тА = РС, то =#!, 
а это, согласно определению 5, эквивалентно пропорции: 
д _В 
СТ Г`: 
А_ Е в р 
Предложение 23. Если в= т И С=Е; 
то д-р 
С [` 
Берём 
Н=тА С=тВ, А=тр, 
[—=пС, 'М=пЕ М=п/. 
Но предложению 15 имеем 
А_тА_Н ЕЕ _М 
В тва’ шо М 
или вследствие пропорции А:В —=Е: 1 
И _М 
а _М` 
Далее из пропорции В:С =Р:Е получаем «‹переставляя» 
Вс 
р Е' 
Но 
В_тв_ 6 Сиб 
ротор К’ Е ПЕ М’ 
откуда 
ЧЕ 
к М’ 
или «переставляя» 
“к 
О М` 
Сопоставляя равенства 
Н_М „ Ч_К 
а@ М Г М’ 


мы, согласно предложению 21, имеем, 
если Н>Ъ[, тои К>М, 
если Н =, тои А=—М, 
если Н<Ь, тои К<ХМ. 
26 Евклид 


40] 


492 КОММЕНТАРИИ 


Эти разенства выражают, что 


> > 
если ТА = —- 
Л = пс, то тр = п[, 


` 


а это по определению 5 означает, что существует пропорция 
А ЛД 


21. Два последних предложения книги У. Предложение 24 
касазтся общих свойств отношений, представляя по существу 
иную форму выражения предложения 2, но помещается здесь, 
поскольку для своего доказательства требует наличности прел- 
ложения 22. 


48 РЕ „ ВН _ ЕО 


Предложение 24. Если сти в=т. то 
АВ-ВН _ РЕ-ЕС 
С —_ 1 | 
Н _ БЦ 
Из пропорции 7 =-т Получаем «обращая : 
7 
ВН  ЕС` 


Теперь, сравнигая пропорции 
АВ _БЕ СГ 
С Г вн’ ЕЦ’ 
мы во предложению 22 будем иметь 
АВ РЕ 
ВН” Еа’ 
а это после применения предложения 18 даст 
АВ--ВН _ РЕ-- ЕС 


вн ^^ Ев 
Сопоставляя же это равенство с пропорцией 
ВН _Е0 
С 1 


и применяя опять предложение 22, будем иметь 


АВ ВН _ РЕ-+- ЕС 
с 
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Различие между предложениями 2 и 24 заключается в том, что 
в формулировке предложения 2 первый член АВ представляет 
некоторое кратное второго С, тогда как в формулировке пред- 
ложения 24 это ограничение снимается: отношение АВ:С может 
выражаться любым числом, а не только целым. 


Предложение 25. Если А=Т и АВС, АВЪЕ, 
то 
АВГ СО-Е. 
Берём 
АН =Е, СВ=1 
и переписываем основную пропорцию в виде 
АВ _ АН 
Ср” СО’ 
По предложению 19 
АВ _ АВ—АН НВ 
ср со— са а0` 
Поскольку же АВ >> СР, то и 
НВ >> (В. 


Теперь из равенств 
АН=Е и С@=1 


следует 
АН -- 1=Е- СС, 
ИЛИ 
АН 1+ НВ > Е+ Сб 0, 
т. е 
АН+НВ-+1Г> СС + Ср-Е 


АВ 1> СО+Е 


22. Неравенство отношений. В определении 7 Евклид даёт 
формулировку неравенства отношений: 


если можно найти такие два целых числа т и п, что одновре- 
менно будет 


та > пе 
И 
ть < па. 
26* 
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В предложениях 13, 14, 20, 21] и 25 он доказывает ряд свойств, 
касающихся неравенства отношений: 


а с С е а е 
1) Если = т > =, то > > т (предложение 153). 
2) Если > =-, то при азс ва, 
а=с 6=4 (предложение 14). 
а<с 6$<а 
а а 6 е 
3) Если =, > =+ иа > с, то 4 > } (предложение 20). 
4) Если - = , (= ". иа с, то а > }(предложение 21). 


а С 
5) Если =» иа >, тта--а > Ь-Р с (предложение 25). 
Наше изложение арифметической теории пропорций в из- 
вестном смысле противоположно евклидову. 
Мы начинаем с предложений 22 и 23. 


а а | е а а 
Если — —— и —=—, то —=—=Ы— предл ние 22). 
р 2 с у, - г (предложение 22) 
а е | а а а 
Если == и —=—, 10 — = — (предложение 23), 
Ь } [9 е с } 
сводя доказательство к простому перемножению дробей: 
а | а 10 е [М] 
Хе=е, в ХА: 
а [11 
Из равенства ет ВЫВОДИМ, ЧТО 
а а 
если и >1, то я? 1 (предложение 14). 


Предложения 22 и 23 доказываются пе на основании 20 и 21, 


а с помощью предложения 14. 
Для доказательства мы составляем пропорции: 


та: ть = па:пе, ть: тс = пе: п}, 
откуда при 


` 


та = па и ть — пе, ть >. пе и пе п} 
< < < < 


т. е. при 


< 


та 2 па И те = п}, 
< 


оч 
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иными словами, если 
а:а=с:}, 
а: —=4:]. 


Что касается предложения 25, то для его доказательства мы 
пишем пропорцию 


то и 


а _а@—с. 
в Ба’ 
из того, что а `> В, мы заключаем, что 
а-с>Ь—а 
и, наконец, что 
ата>зь-с. 


В книге УП «Собрания» Папп 29) в значительной мере по- 
полняет Евклида. 

Все неравенства Паппа относятся не к геометрическим вели- 
чинам вообще, но к прямолинейным отрезкам. Только для от- 
резков имеет место положение: произведение крайних равно 
произведению средних, т. е. 

ас = ра 


(см. предложение 16 книги \1!}, так как только для этого случая 
имеет смысл произведение ас, представляя «прямоугольник, по- 
строенный между а и с». В исследованиях Паппа это положение 


является основным. 
Приводим табличку результатов Паппа. 


Предложения 3, 4. Еслиа:6 2 с:а, то (а 5:5 = (Ее а):а. 


5. Если а: с:а, то а: 6:а. 

6. Если а:6`> с:а, то а: (ав <еце- а. 
7. Если а: с:а, то ф:а<А:с. 

8. Если а: > с:4, то а: > (ао а. 
9. Если а:6 > с:а, то а: > а— с): — а). 
11. Бели ас, 6 < а, то а: Ь:а. 

12. Если т<а, то т:(а-+—т <а:6. 
16. Если а:В`>с:а, то аа>%6с. 


2) Раррь СоПесНопез, изд. НиЙзсв, т. 1—3, 1875-1876; 
т. 2, стр. 687 и сл. 
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1. Высота. Высота понимается Евклидом и античными мате- 
матиками шире, чем мы понимаем. Высота фигуры — это перпен- 
дикуляр, опущенный из вершины на основание; конечно, при 
этом высота зависит от того, что мы принимаем за основание. 


р Вершиной же является высшая точ- 
ка, т. е. наиболее отдалённая от 
основания. 


Согласно Евклиду можно гово- 
Е Рить о высоте любого многоуголь- 


ГА 
| РА В 
6 7.) 7 В 


7. 1 
Черт. 1. Черт. 2. 


ника. Так, для многоугольника АВСРЕ высотой является пер- 
пендикуляр ОГ опущенный из точки Д на основание АВ 
{черт. 1). 

Архимед 1) говорит также и о высоте кривой; за основание 
он принимает хорду, за вершину — наиболее удалённую точку 
(черт. 2). 

В тупоугольном треугольнике АВС (черт. 3) высотой прихо- 
дится считать перпендикуляр нена основание, а на иродолжение 
основания. Поэтому при чисто евклидовом определении высоты 
нам приходится потом вносить корректив. 

Если наряду с выпуклыми ломаными и кривыми брать и 
вогнутые, то высота будет уже не совсем определённой, так как 


1) Агсн1те4е$, Орега, ед. Нефего, Оиабгаита рагабо1ае, 
{Пеог. 18. 
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может оказаться не одна, а несколько высот (ДС и ЕЕ на 
черт. 4). 

Евклид в предложении 1 книги УГ пользуется понятием © 
высоте треугольника. В первой книге он не говорит о высоте 
параллелограмма, рассматривая «парал- 
лелограммы, лежащие между двумя па- 
раллельными>. 

Но в предложении 1 книги У] наря- 
ду с высотой треугольника выступает и 
высота параллелограмма. 


д_ А 


[4 ЕЁ 
Черт. 3. Черт. 4. 


Стересметрических аналогий: высоту призмы, пирамиды- 
цилиндра, Евклид не определяет, хотя пользуется этими поня- 
ТИЯМИ. 

2. Составные отношения. Большую роль в арифметизации 
теории пропорций сыграло определение 5 книги УТ. 

Определение это даётся в неясной форме. Поэтому пере- 
водчики стараются выяснить его содержание вольным пере- 
ВОДОмМ 2). 

` Лоренц 3) даёт следующий свободный перевод: «Из трёх или 
многих величин а, В, с, 4, из которых каждая предыдущая на- 
ходится в отношении с последующей 


(а:6), (6:6), (с:4а),... 


отношение первой к последней называется составленным из 
всех этих отношений». 

Перевод Ващенко-Захарченко: «Отношение называется соста- 
вленным из отношений, когда эти отношения, будучи перемно- 
жены, дают это отношение». При этом рассматриваемое определе- 
ние поясняется рядом равенств в современной алгебраической 


2) ЕисНа$ Е\етегка. [16:1 ХУ а Вай. Гатшбейо 1аНпйаН 4о- 
паёае, ВазПеае, 1558, стр. 157. 
3) Еис|Наз Еештепфа Ництебо Вйспег, йЪегс. у. Г. Согепр, 


НаПе, 1840. — Ващенко-Захарченко, Начала Евклида, 
Киев, 1880. 
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символике, в которых отношение мыслится определенно как 
дробь: 


а т С 5 
Ве’ сп’ Чт, 
а а [в С ё т $ 
а ‘с ‘а-е‘пт‘т: 


Видимо, около этого же понимания вращалась мысль мате- 
матиков второй половины ХУ в., уже отчасти арифметизиро- 
ванная %). 

Тарталья даёт такой перевод: «Отношение, составленное из 
отношений, если количества отношений между собой умноженные 
дают количество». 

Евклид нигде не оперирует отношениями как с числами. 

С его точки зрения не может быть умножения отношений. 

Поэтому, если в тексте Евклида  употреблён термин 
ко ал\асасетсои — умноженные, то, как справедливо замечает 
Вайлати, определение это не может быть признано подлинным. 

Подробно анализируя доказательство предложения 23 книги УТ, 
мы видим, что приведённая выше формулировка Лоренца не 
охватывает содержания этого определения. 

Отношение а: мыслится составленным не только из (а:6), 


(6:), (с:а), но и из (а:5), (6:56), (с: а) при условии, что 
а: —=а:6, 6:е=Ь:с, с:а=е:а. 


Вообще евклидово понятие отношения было ближе к обще- 
му логическому понятию отношения, лежащему в основе совре- 
менной математической логики, чем к математическому отноше- 
нию чисел; вероятно, и у самого Евклида не было вполне ясного 
понимания. 

Р. Симсон 5) даёт пояснения, которые совершенно исключают 
мысль об умножении. Мы приводим их полностью. 

1. Пусть даны несколько величин одного и того же рода. 

Говорят, что первая имзет к последней отношение, состав- 
ленное из отношения, которое имеет первая ко второй, из отно- 
шения второй к третьей и из того, которое имеет третье к 
четвёртой, и так далее до последней. Например, пусть даны А, 
В, С, О: говорят, «первая А имеет к последней 0) отношение, 
составленное из отношения А к В, Вк С, Ск РБ» или «отноше- 
ние Ак )) составлено из отношений АкрВ, ВкС, Скр». 

2. Если отношение Ак В то же, что Ек РЁ, а отношение 
В к С, то же, что кН, а Скрд то же, что Кк Ё, то гово- 


1) С1Тау{! из, ЕисНа$ Еетеща, ЕгапсР. 1607, т. Г, стр. 542, 
стр. 180. 

5) К. 51щ50п, ЕисНа$ @ет. НБП рийогез, Сазвиае, 
стр. 177, 370. 
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рят, что Ак Д имеет отношение, составленное из отношений, 
которые те же, что Ек ЕЁ, Ск Ни Кк [. 

И это разумеют, когда ради краткости говорится, что Ако 
имеет отношение, состоящее из отношения Е кР, Ск Ни КкЁ. 

Здесь нельзя согласиться с тем, что такая форма выражения 
у Евклида является только условной. 

Р. Симсон является ббльшим формалистом, чем Евклид. 
Он мыслит отношение как какую-то операцию (которая затем 
обращается в операцию деления) и составное отношение не как 
отношение настолько же простое, как каждое из составляющих. 

Так мыслится и отношение и нематематического характера: 
В отец А, С брат В, О внук С, О родственник А. 

3. Точно таким же образом, продолжает Р. Симсон, если 
отношение Мк М то же, что Ак р, то ради краткости гово- 
рится, что отношение М к М№ тоже составлено из Ек Е, ЕкКН 
и Ак (или из Ак В, Вк.С, Ск). 

3. Неудобные обозначения. Барроу 68) противится грядущей 
арифметизачии. Он очень резко подчёркивает, что математиче- 
ское отношение (га\о) есть простая зависимость, взаимоотноше- 
ние (ге]а{10), а вовсе не величина, и отношение можно назвать 
величиной только иносказательно. 

Но затем он говорит о том, что всё-таки вошло в употреб- 
ление сравнивать отношения как абсолютные величины и гово- 
рить о равных, ббльших и меньших отношениях. 

Комментируя предложение 20 книги У, он пишет: 


АА ВС. 
БЕБТСТВ: 


здесь.под знаком сложения подразумевается зпак умножения, 
так как «сложное» отношение, составленное из нескольких, полу- 
чается в результате их перемножения. 

Говоря об определении 5 книги УТ, он говорит: А к С со- 
ставлено из отношения Ак Ви Вк С, ибо по предложению 20 


АВ А 

ВТС, 

АВ 

ВС` 

Это режущее глаз обозначение, открывающее пропасть между 


отношением и числом, находится и значительно позже у Гаузе- 
рат), который пишет: 


А:Н=А:В+В:С+С:Р--Б:Е-+Е:Е + Е:а-+ Д:Н. 


а по определению 5 оно равно 


6) Ваггом, Г.ес{юопез паБЁае аппо 1684, кн. У, стр. 25. 
17) Наизега Еешеща Ма{Пезеоз, стр. 56. РЕ!е1аегег’ $ 
ЗепоНеп 2ит У] Висв, стр. 158. 
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4. Относительные величины Арно. Интересно проследить 
колебания в арифметизации отношения. Арно 8) в своих «Новык 
элементах Геометрии» идёт значительно далыше своих совре- 
менников. 


Я приведу 10 положений, представляющихся Арно очевидными. 
(ао с):а==(а:а) + (в:а} -(с:а). 

а:а=(а -в:а--ь:а. 

а:(6:т) > а:6, где т — целое число. 

. (2:6): (6:6) = а:6. 

(с:а):(с:В) = (6:а). 

. а: = с:а, 


—>- а: —е: {. 
Я ы е:} 
7. а: =: —-а=с. 


8. Два из следующих влекут за собой третье: 
а=с а:6=е:а, в=—а. 
О езбуце: р = езфчет 
а:5):(е:}) = (с:а):(®:й). 
е:Ёр = в:й | 


10. а: = с:а—с:а=а:6. 

Но, правда, некоторые из этих положений Арно вследствие 
недостаточно сильной очевидности, вернее, только разъясняет. 

Достаточно бросить взгляд на эту табличку, чтобы усмот- 
реть, что для Арно отношения уже величины, которые, как 
числа, отрезки, площади, объёмы и т. д., могут между собой 
складываться и вычитаться. Но только это величины, относи- 
теольные, в то время как последние величины абсолютные. 

Для каждого рода величин можно отметить оба эти вида. 
Числами абсолютными у Арно называются только целые числа, 
относительными являются дроби. Таким образом, дробь начинает 
рассматриваться как отношение. 

«Так как отношение величина, хотя бы и относительная, — 
говорит Арно, —то всё, что относится к величине, вообще 
отчэсится и к отношению». 

Две величины (2:6) и (с:4), замечает Арно, хотя и относи- 
тельные, мы можем подвергнуть, как @и В, сравнению, дающему 
или равенство или неравенство. 

В случае равенства имеем пропорцию 4:6 =с:4. Случай не- 
равенства даёт то, что мы могли бы назвать вообще относитель- 
ной величиной уже второго порядка: 


(а:В):(с:а) 
и сравнение таких новых величин даёт опять пропорцию: 
(а:6):(с:а) = (е:}: (2:1) 


ожью- 


8) (Агпа | 4и$ — Агпаиа), Моцуеаих 6]6щешз ае ввот&- 
ле, 1667, 1683. 
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или то, что мы могли бы считать равенством относительных ве- 
личин уже второго порядка. 

5. Треугольники с равными основаниями. Конечно, дока- 
зательство Евклида не зависит от того, имеют ли треугольники 
общую сторону АС. 

Чертёж можно брать иной (черт. 5) и рассматривать тре- 
угольник МСА и С.АЁ при МС; = Сы. 

Доказательство Евклида 
можно представить в более 
развитой форме. 

Определение 5 книги У 
утверждает равенство отноше- 


НИЙ 
А:В и С:Ш, 


если для всяких целых чисел 
т, п, для которых при 


тВ =пА < (т- 1 В 
также 
тр < пс < (т-1)р. 


Д 


м в 2 2. 2 [ 
Черт. 5. 


Здесь 2 и В это основания ВС: и С.Ю, а их же кратные пА 
и тВ, МС: и СЁ. Сир — площади треугольников АВС; и С.А. 

В настоящее время мы поступаем иначе. Мы сперва уста- 
навливаем, что площади прямоугольников с общим основанием 
относятся как высоты и на основании предложения 36 книги | 
распространяем это на параллелограммы сперва с общим, а за- 
тем с равными основаниями. 

Ход рассуждений иной, чем у Евклида. Можно сказать, что 
то, что входило в евклидово определение отношения, теперь 
доказывается. 


Случай, когда высоты соизмеримы, не представляет никаких 
затруднений. 

Мы откладываем на высоте АВ общую меру и проводим 
‚через точки деления параллельные основанию, разделяя как 
АВЕО, так.АСЕР (черт. 6,2) на равные прямоугольники, первый 
в числе т, второй — п; тогда будем иметь 


АС __ п прям. АСЕ _ п 


АВ т’ прям. АВЕР т’ 
о “уда и делаем заключение: 
АСЕР: АВЕО = АС: АВ. 


Но, как известно, случай несоизмеримости поедставляет 
большие методические трудности (черт. 6,5). 
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Мы в этом случае начинаем с деления АВ на т частей, 
равных 4/, а затем откладываем 4/ на АВ, так что пА/ < АС, 
а (п 1) АГ СА (пАГ не равно СА, так как АС и АВ предпо- 
ложены несоизмеримыми). 


а 0 „- 

Р 
Г. 
т й 

б Е 
й 

1 74 

Я р 7 р 

Черт. 6. 


Тогда устанавливается одновременное сушествование нера- 
венств: 


ПАВ < тАС < (п ПАВ, ] 
пАВЕР < тАСЕР < (п-- 1 АВЕБ. |( 


По Евклиду этого уже достаточно, чтобы утверждать, что 
АСЕ: АВЕР = АС: АВ. Ш 


Для нас же это недостаточнг. 

Обычный приём, которым мы в настоящее время в этом 
убеждаемся, состоит в неявном применении понятия предела, 
который выявляется вдолне только гораздо позже в главе ‹«из- 
мерение круга>. 

По существу же рассуждение сводится к тому, что от- 
ношение АВ:АС, не выражаясь рациональным числом, выра- 
жается иррациональным, которое мыслится как предел рацио- 


т 
нального, т.е. как предел отношения „ при бесконечном возрас- 
тании числа делений п. 
Неравенства Ги П дают 


АВ:АС = п и АВБЬ:АСЕБ = Шт №. ту 


п—>00 П п->50 П 
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Цель методической обработки — проведение доказательства 
без точного выявления понятия предела. Наиболее убедительным 
и простым приёмом является использование актуальной беско- 
нечнсти в том виде, как это делается и в других случаях, на- 
пример, если вывести из неравенств Ги НП, что отношения 
АВ: АС и АВРО:АСЕР (которые должно мыслить как числа, 
выражаемые десятичными дробями с бесконечным числом знаков 
после запятой) имеют те же цифры на первом месте после за- 
пятой, затем те же на втором, на третьем ит. д. до бесконеч- 
НОСТИ, 

У Лежандра и во всех учебниках лежандрова типа до нача- 
ла ХХ в. пользуются методом исчерпывания (о котором будем 
подробно говорить в комментариях к книге ХИ), но только в 
арифметизированной форме. 

Ведётся рассуждение от противного (черт. 6,5). 


Предполагается, что отношение АВРО:АСЕР не равно 
АВ:АС. Например, что 


АВЕ: АСЕР < АВ: АС. 
Тогда можно написать, что 


АВЕО: АСЕР = АВ: АК, У 
гле 


АК АС. 


Но разделяя АВ на части, меньшие СА, мы можем получить 
точку деления Р между СЕ и АЕ и будем иметь 


АВЕО: АРОР = АВ: АР, 
АВЕО: АСЕР = АВ:АК. 
Но этого быть не может, ибо 


АРОР > АСЕБ 


и поэтому 
АВЕ: АСЕ > АВЕ: АРОР, 
т. е. 
АВ_ АВ. 
АЕ” АВ 


но, с другой стороны, 
АВ: АК< АВ:АР, 
так как 
АК` АР. 
Следует отметить, что во всех этих рассуждениях мы делим 


АВ на равное число частей, т. е. делаем то, что, согласно Евкли- 
ду, можем делать лишь после предложения 9 книги \]. 
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6. Приём Евклида и приём Лакруа. В отличие от «Начал», 
в современных учебниках геометрии теория подобия излагается 
далеко от исходного пункта. Как совершенно основательно замечает 
Таннери, понятие о подобии и пользование некоторыми предло- 
жениями, к нему относящимися, следует отнести к зарождению 
геометрии; это и обусловило положение теории подобия в «На- 
чалах>. Отделение теории подобия от исходного пункта геомет- 
рии было вызвано осознанием того, что ев строгое обоснование 
зависит от строгого обоснования других геометрических теорий, 
которые поэтому должны быть изложены раньше. 


р И 
2 Е 
7) Е 
д р 
Черт. 7. Черт. 8. 


Лежандр поступает совершенно так же, как Евклид. В на- 
стоящее время пользуются другим приёмом, идущим мимо антич- 
ной теории площадей. 

В основу кладётся свойство отрезков двух прямых между 
параллельными. 

В школьную геометрию приём этот видимо впервые внесён 
Лакруа 9), которому мы обязаны методической обработкой эле- 
ментов геометрии Лежандра; однако приём этот имеется уже 
в комментариях Р. Симсона. 

Если из точек А, В, С, О, равноотстоящих друг от друга 
(черт. 7), проведены параллельные прямые, то отрезки ЕР, РО, 
СН, отсекаемые на другой прямой, будут равны. Напомним, что 
доказательство сводится к установлению равенств треугольников 
НКО, ГОР, ЕМЕ, в которых МЕ || АВ, ГОН ВС, КН || СБ. 

Отсюда выводится (черт. 8), что, пересекая две прямые АР 
и ДО параллельными прямыми АД, ВЕ, СЁ, имеем - 


АВ:ВС = ОЕ: ЕЕ. 


Евклидово предложение является частным случаем этого 
положения, когда С и Г сливаются. 


9) .асгойх, Етепз 4е вботё ме, Райз, 1814. Есть рус- 
ский пер. 
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В случае соизмеримости следует, отложив общую меру по 
АВ и ВС, провести прямые параллельные и использовать пред- 
ложение о равенстве отрезков двух прямых между параллель- 
НЫМИ. 

В случае же несоизмеримости приходится пользоваться 
приёмом, аналогичным указанному выше. Следует отметить, что’ 
при этом приходится использовать аксиому Архимеда, которая 
непосредственно не используется Евклидом. 

7. Относительные величины в теории подобия. Евклид 
рассматривает только случай, когда прямая ДЕ пересекает обе 
стороны АВ и АС (черт. 9,а). 


А Е 


6 
Черт. 9. 


© 


Р. Симсон отмечает, что евклидово предложение имеет место: 
и тогда, когда ДЕ пересекает продолжения сторон. 

Тогда мы имеем то, что изображено на черт. 9,6 и с. 

Нетрудно видеть, что рассуждение Евклида не зависит от 
расположения секущей ОЕ. 

Во всех трёх случаях. приходится повторять одно и то же, 
оперируя треугольниками ВОЕ, АДЕ и СОЕ, АБЕ. 

В настоящее время эти три случая являются хорошей иллю- 
страцией отнэсительных величин в геометрии. 

Различаются прямолинейный отрезок АВ и алгебраический 


отрезок АВ, так что АВ — = АВ, смотря по тому, направлен 
ли отрезок в положительную сторону или в отрицательную по: 
прямой. В первом и во втором случаях все отрезки положитель- 
ные и можно написать: 


Но в третьем АР иАЕ, как направленные противоположно, 
АВи АС, будут уже отрицательны, но пропорция осгазися 
всё-таки в силе 1). 


9) Раре!1ег, Ехегскез 4е обошёме тофегпе, Райз, 1912.. 
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8. ЗесНо гаНоп1$. В самой тесной связи со вторым предло- 
жением книги УГ находится ЗесЧо гаЧоп{$ — «деление в о7т- 
ношении» Аполлония 11). Простейшей задачей «деления в от- 
ношении» является следующая: прямой, проходящей через данную 
точку Н, требуется отсечь на двух пересекающихся прямых 
ОР, ОО два отрезка, находящихся в данном отношении. 

Решение состоит в том, что на этих прямых откладываются 
ОМ и ОМ с данным отношением ОМ:ОМ=А:[, через Н прово- 
дится прямая РО, параллельная ММ (черт. 10). 


0 


Черт. 10. 


Так как откладывание по каждой из прямых возможно в две 
различные стороны (ОМ и ОМ’, ОМ и О№), то получим второе 
решение, проведя через Н прямую НК, параллельную ММ’ — 
другой стороне параллелограмма. 

9. Гармонические точки. В предложении 3 Евклид рассмат- 
ривает лишь биссектрису внутреннего угла. Это предложение 
можно пополнить аналогичным, относящимся к биссектрисе 
внешнего угла. Это предложение используется Паппом в пред- 
ложении 39 книги УП «Собраний» без доказательства, как обще- 
известное. 

Оно утверждает существование пропорции 


ВН:СН = ВА: АС, 


где Н — точка пересечения биссектрисы АН внешнего угла со 
стороной ВС (черт. 11). 

Для вывода проводим СЁР|]АН и доказываем, что в силу 
равенства углов при основании сторона РА = СА. В результате 


1) Аро!1о0п11 Регваеф, Ре Зесйопе гаНот5 НЬОИ 4ио ех 
агабсо $иЧюо, Еат. НаЙеу, Охощае, 1706. 
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приходим к пропорции 
ВС:ВН = ВР:ВА, 


СН _ АС 
ВН `` ВА` 


Четыре точки В (вершина), 2 (точка пересечения ВС внутренней 
биссектрисой), С (вершина) и Н (точка пересечения ВС внешней 


откуда 


7 


7. р С и 
Черт. 11. 


биссектрисой) представляют так называемые гармонические 
точки, определяемые пропорцией 


вр:Ср=ВН:СН. 


Если брать алгебраические отрезки, то эту пропорцию 
можно написать так: 


В. ВН _, 
СО СН 

Из этой пропорции получаем 
2 1 1 


Нр НВ НС 

10. Корректив к евклидову доказательству третьего пред- 
ложения книги УТ «Начал». Согласно замечанию Камерера следу- 
ет в евклидово доказательство предложения 3 книги У] вставить д0- 
казательство пересечения СЕ и ВЕ (черт. 3 к предложению 3). 

Проще всего, конечно, воспользоваться предложением Прок- 
ла, являющимся эквивалентом постулата 5 Евклида. 

Если СЁ не пересекает ВА, то ВА || СЁ, а так как ВА не мо- 
жет совпасть с ДА, то из точки 4 проходят две параллельные СР. 

Можно, согласно Пфлейдереру 12), несколько изменить до- 
казательство. Вместо того чтобы проводить СЁЕ\|\ АР, можно 
откладывать АЕ —= АС. Тогда не приходится доказывать пересе- 


чение прямых, а только то, что / АСЕ = Д РАС и заключать 
отсюда о параллельности АР и СЕ. 


12) РГ] е; аегег, ЭсвоНеп, стр. 34. 
21 Евклид 


418 КОММЕНТАРИИ 


Из предложения 5 книги [ следует, что. / АЕС = Х АСЕ 
и оба угла являются половиной дополнения угла. САЕЁЕ до 24. 
Но в силу теоремы о смежных углах (предложение 13 книги 1) 
тем же является / ОАС. 

11. Случаи подобия треугольников. Евклид устанавливает 
четыре случая подобия треугольников. 

Предложение 4. 


'ДА=ИЬ, ИВ=ИЕ ИС=ИЬ, 
при этом одно из условий является избыточным. 
Предложение 05. 
АВ:ВС = РЕ:ЕЁР, 
ВС:СА = ЕЁ: РБ, 
ВА: АС = ЕБ:БЕ. 
Предложение б6. 
ДА=ДЬ, 


АВ: АС =ЕО:ОЕ. 
Предложение 7. 
ДА=ДЬ, 
АВ:ВС = 12Е:ЕЁ, 
ДАСВ<а и Г ЕРР<а, 


ИЛИ 
ДАСВ=а и ДЕЕР-а. 


Интересно отметить, что Евклид не даёт четвёртого случая 
равенства треугольников, отвечающего четвёртому случаю по- 
добия, который можно формулировать в аналогичной форме. 


5 


я с 2 Е 
Черт. 12. 


Треугольники равны, если они имеют по одному равному 
углу и стороны, зсеключающие другой угол одного треуголь- 
ника, равны соответственко сторонам, заключающим другой 
Угол второго треугольника, причём угол первого треугольника 
ий угол второго оба меньш® или не меньше прямого. 

Доказав это предложение в книге |, Евклид смог бы дока- 
зать предложение 7 книги У] тем же приёмом, что о и 6. 
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12. Коэффициенты подобия. Современные методисты вводят 
в теорию подобия треугольников в неявной форме первый кон- 
центр тригонометрии. 

Отмечают, что в прямоугольных треугольниках АВС, АзВ:Ст, 
А.В+Со,... с общим углом А отношение одного катета ВС к дру- 
гому АС всегда одно и то 
же и зависит только от 
угла А (черт. 13). 

Это коэффициент подо- 
бия первого рода или тан- 
генс угла 13). Зная один 
катет и тангенс угла, мож- 
но определить и другой ка- 
тет. С другой стороны, мож- 
но по двум катетам опреде- 
лить угол. 

По отношению стержня’ 
к его тени можно опреде- 


лить высоту солнца или угол, 7 вв р 
образуемый прямой, напра- 2 ' 
вленной к нему от глаза, с Черт. 13. 
горизонтом. 


Если вершина какого-либо предмета, например, башни В, 
видна по тому же направлению, что вершина шеста В\, или если 
конец тени от башни совпадает с концом тени от шеста, то, зная 
длину его и расстояние глаза от основания шеста или длину 
его тени, можно определить коэффициент подобия, а зная его по 
расстоянию от башни или её тени, определить её высоту. 

Сущность тригонометрической формулы 


и её значение в практической геометрии были давно известны. 
Этот эмбрион практической геометрии и вместе с тем тригоно- 
метрии находим в Оптике Евклида (предложения 18, 19). 

С точки зрения применения в практической геометрии тан- 
генс имеет приоритет перед синусом. 

Но математическая мысль пошла по пути, который привёл 
к таблицам не тангенсов, а синусов (и косинусов), т. е. коэффи- 
циентов подобия 2-го и 3-го рода (отношения катета ВС или АС 
к гипотенузе АВ). 

Это объясняется тем, что решение треугольников сначала 
сводилось к определению хорд (и затем полухорд), и основные 
формулы тригонометрии заменяла теорема Птолемея: прямоуголь- 
ник, построенный на диагоналях, равен сумме прямоугольников, 
построенных на противоположных сторонах. 

Можно сказать, что теоремы об условиях подобия треуголь- 
ников открывали новый этап в истории решения треугольников. 


13) Борель, Элементарная математика, Матезис, Одесса. 
21* 
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Фалес определял расстояние корабля от берега, пользуясь 
предложением 4 книги | «Начал», измеряя базис на берегу и два 
угла при базисе, под которыми виден был корабль, затем он 
строил на земле такой же (т. е. равный ему) треугольник и из- 
мерял стороны последнего. Теория подобия открывала возмож- 
ность заменить этот треугольник другим, начерченным на не- 
большой доске. 

13. «Данные» и тригонометрия. Отметим, какую роль играли 
в этом отношении «Данные» Евклида 14), Можно сказать, что они 
давали евклидову тригонометрию и нетрудно усмотреть эту ев- 
клидову тригонометрию даже в аналитических геометриях Ло- 
питаля 15) и Крамера 15), в которых ещё нет формул преобразо- 
вания координат, впоследствии введенных Эйлером. 

Мы приводим их к современной символике с соответствую- 
щими теоремами, из которых в настоящее время можно их 
вывести. 

Пусть $ — площадь треугольника, а, 6, с — стороны, А, В, С — 
противоположные углы, й,„— высота, опущенная на сторону а. 

64, 65, 67. Если дан угол А (тупой или острый), то отно- 


шение 
2 2 — 02 2 — 0$ А 
с ай дано (2? = 62 - С 2Ьс с ) 


68. Если А дан, то “ дано ($= Ьс ши 


а [6 , э 
71. Если в двух треугольниках 2 р’ С, С’ даны, то 5 


$ @8 в С) 
дано | 57 др! т С’ ° ‚ 


76. Если 4, В, С, «=—, 6—2 даны, то Иа дано 
а а а 


(2 = Йо се В + 0). 
80. Если Аи о даны, то а, В даны 


а? -- В2 — 2аВ с0$ А —=1\ 1). 
ар — ® 

14. Теория подобия Хр. Вольфа 13). Что такое подобие? Ев- 

клид, а за ним и Лежандр, на этот общий вопрос не отвечают, 


14) Ецс1141$, Орега, ед. Нефеге, Раа. 

15) |’Нор!{4а1, Тгай6 4ез зесЧоп$ сошацез, 1707. 

16) Статег, ш{одисНоп а ГАпа[узе 4ез Нрпез соигре$ а1рё- 
Ъпаиез, 1750. 

11) См. прим. 14. 

18) О. Мордухай-Болтовской, Теория — подобия 
Хр. Вольфа и постулат Левека, Вестник опытной физики и элемен- 
тарной математики, 1915. 
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Они дают определения только иодобия треугольников и подобия 
многоугольников. 

Но математическая мысль ХУП и ХУШ вв. старается охва- 
тить своими определениями самые общие понятия. 

Хр. Вольф, следуя идеям Лейбница, даёт следующее общее 
определение подобия. 

«Подобие — тождество тех признаков, которыми вещи друг 
от друга отличаются». Это определение близко к аристотелеву 
определению подобия как одинаковости формы; оно выставлялось 
и Педагогом Дистервегом. 

Лейбниц говорит, что две вещи подобны, если они раздельно 
не различимы; они конгруэнтны, если не различимы и с присо- 
единением, т. е. различаются только положением. 

Современный «интуитивный» учебник занимается воспита- 
нием идеи подобия, которую он отказывается определить в со- 
вершенно определённых терминах. 

Иногда даётся определение подобия, состоящее в том, что 
подобными фигурами объявляются те, которые при одинаковой 
форме отличаются только размерами. 

Конечно, такое определение остаётся логически не дейст- 
вующим, но с методической точки зрения путь, идущий через 
это определение к обычному, возводимому в аксиому, является 
наиболее рациональным. Определение Вольфа скорее можно на- 
звать метафизическим, чем методическим. Он хочет в нём дать 
больше, чем то, что относится к собственно математическому по- 
нятию подобия, 

Интересна схолия Х. Вольфа: 

«Возьми, — говорит Х. Вольф, — две вещи А и В. Направь 
своё внимание на признаки, которые могут наблюдаться в А, и 
наблюдения свои запиши на бумаге. С равным вниманием отметь 
и признаки В, которые сможешь в нём распознать. Если теперь 
окажется, что все признаки, отмеченные в А и В, одинаковые, то 
вещи А и В подобны». 

В число признаков, конечно, не включаются размеры (коли- 
чество) А и В. 

В действительности такая провгрка подобия не может быть 
осуществлена до конца, так как в каждом: предмете существует 
бесконечное множество признаков и, например, за признаки 
двух треугольников можно принять и углы между сторонами, и 
угол между медианой и стороной, и отношение медианы к бис- 
сектрисе и т. д. 

Конечно, это определение, как и приведённое выше, остаётся 
логически не действующим. 

Вольфианская теория подобия основана на его аксиоме: <Ес- 
ли две фигуры или линии могут одинаковым путём производить- 
ся или описываться и при этом те элементы, с помощью которых 
они производятся, подобны, то подобны также фигуры или линии>. 

Необходимо здесь принять, что для обеих фигур берётся по 
одному элементу, который подвергается одинаковым операциям 
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для первой и для второй. При этом два прямолинейных отрезка 
должны всегда считаться подобными. 

Углы Вольф не признаёт за элементы. Построение угла не 
ВВОДИТ #080г0 элемента, а представляет операцию над заданным 
отрезком. 

В таком случае, так как радиусы двух кругов С; и С. всегда 
подобны и так как при получении кругов производится одна и 
та же операция, то круги С1и С. должны быть признаны п0доб- 
ными. 


Черт. 14. 


Треугольники Л; и /\. с парами соответственно равных 
углов Д А = ДА, Д В, = / В должны быть признаны тоже по- 
добными, ибо получаются с помощью одинаковых операций над 
их подобными основаниями. 

Если пересечь две прямые параллельными, то пары отрезков 
(а, а’) и (6, В"), отсекаемые на прямых, согласно вольфианскому 
определению, подобны, и поэтому и все признаки у них одина- 
ковы, а потому и всякая их взаимная зависимость. В частном 
случае та, которая получается через количественное сравнение 

а:а’ = 6:5’. 

Отсюда выводится пропорциональность соответственных сто- 
роп в подобных треугольниках. 

Этот манёвр даёт возможность Хр. Вольфу обойти неприят- 
ный случай несоизмеримых величин. 

Впишем (черт. 14) в два подобных треугольника АВС .и 
А’В’С’ два круга и соединим точки касания прямыми. Полу- 
чаемые таким образом треугольники ЕР и Е’Ё’'О’ подобны. 
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В самом деле, мы здесь над каждым подобным треугольником 
производим совершенно одинаковые операции: 

1) делим углы пополам, 

2) опускаем перпендикуляр из точки пересечения биссектрис 
на стороны, 

3) соединяем основания этих перпендикуляров прямыми. 

Можно сказать, что в подобных треугольниках вге пря- 
молинейные отрезки, одинаковым образом построенные, и от- 
носятся между собой, как соо пветственные стороны: таковы 
медианы, биссектоисы, высоты и т. д. 

15. Коллинеация и подобие. Характерная черта современ- 
ной математической мысли — это подведение различных свойств 
геометрических фигур под общие идеи, которые были чужды не 
только античной мысли, нои ХУП и ХУШ вв. 

Чтобы подняться до понятия преэбразования плоскости и 
пространства, математической мысли необходимо было подойти к по- 
нятию пространства в целом. У Аристотеля существует только ка- 
тегория где, существует место, но пространства в ньютонианском 
смысле у него нет. Первый этап — это установление понятия про- 
странства в целом —в космологии как вместилища тел, в гео- 
метрии как вместилища точск. Второй этап относится к поздней- 
шему времени. Это внедрение в геометрию понятия преобразо- 
вания, причём не фигуры, а всей плоскости или всего простран- 
ства в целом, введение понятия группы преобразований, т. е. та- 
кой их совокупности, что результат двух последовательных 
преобразований тот же, что одного, и, наконец, установление 
понятия инварианта, т. е. неизменного при преобразовании. 

На этой высшей точке развития геометрия становится уче- 
нием о преобразовании пространства (Эрлангенская программа 
Ф. Клейна). Движение, лежащее в основе форономической гео- 
метрии, начинает при этом рассматриваться ‘как преобразо- 
вание, инвариантом которого является расстояние между двумя 
точками. 

На этой стадии развития подобные фигуры определяются 
как получающиеся в результате подобного преобразования пло- 
скости. Подобное же преобрззование определяется, во-первых, как 
проективно?, т. е. то, которог осуществляется проектированием, 
иначе говоря, отбрасыванием тени, во-вторых, как конформное, 
т. е. такое, при котором сохраняются углы. Можно доказать, что 
такое преобразование является аффинным. т. е. таким, при кото- 
ром инвариантом является отношение отрезков одной и той же 
прямой. 

Более абстрактной точкой зрения является установление по- 
нятия о соответствии, при котором уже не мыслится непрерыв- 
ный переход от одной фигуры к другой, но устанавливается 
лишь соответствие между их точками; одна фигура мыслится 
как отображение другой. Рассматриваемое с этой точки зрения 
подобие представляет частный случай так называемой коллине- 
ации (так называется соответствие, в котором каждая прямая 
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отображается всегда тоже прямой, и точкам' первой прямой отве- 
чают точки второй), если добавить к ней идею конформности, 
т. е. сохранения угла между соответственными элементами ото- 
бражаемой фигуры и её изображением. 

16. Пучок, пересечённый параллельными прямыми, и 
теорема Кеплера 13). Входящее в каждый учебник предложение 
о пропорциональности отрезков на двух параллельных, отсекае- 
мых лучами пучка, т. е. о пропорциях (черт. 15) 


ЕЁ: СН = ГК:НОЦ = КГ: ЩЕ = 10:ЕВ = АБ:АВ, 


мы находим в комментариях Клавия. 
Это свойство отрезков кладётся в основу так называемого 
масштаба. 
На современном языке мы можем выразиться так: при про- 
ектировании с одной прямой на другую, ей параллельную, с0- 
храняется простое отношение 


Я 
ЕВ:СЕР = ГО: КГ. 
Конечно, при этом придётся 
мыслить то, что было чуждо не 
х только Евклиду, но и вообще ан- 
тичной мысли — операцию проек- 
тирования пунктуала, т. е. беско- 


нечного множества точек, лежащих 
на прямой. 
Следует иметь в виду, что по- 
б у? @ Е В ложение это обращается. Про- 
порция А7:Г2 = СР:ЁЕВ влечёт за 
Черт. 15. собой прохождение тр$х прямых 
ВР, ЕГ, СК через одну точку. 

Здесь не безынтересно уйомянуть о 1тгореме Кеплера, при- 
надлежащей к немногочисленному классу предложений старых 
математиков, относящихся к зрительным свойствам, т. е. тео- 
ремам о принадлежности трёх точек одной ‚прямой, о прохож- 
дении трёх прямых через одну точку и т. д. 

Если взять три параллельные прямые ОС, РЕ, ОК и пере- 
сечь их пучком прямых АВ, АС, АБ, пересекающих первую пря- 
мую в В, Ц, К, а через точки ШО, [, Н пересечения со второй 
прямой провести прямые, параллельные одному лучу АК, до 
пересечения с третьей прямой в точках ГД, М, №, то все пря- 
мые В, Ма, М№Ри АК сойдутся в одной точке (черт. 16). 

Доказывается теорема Кеплера так: если АС и № пересе- 


каются в точке А, то 
СЕР: КМ = СВЮ:ЮК. 
Но, беря прямые АВО, АСТ, АРН, АСЕ, имеем 
СВ:ЕР = СС:ЕТ = СЕ:ЕН. 


19) Кер!егрь, РагаНротепа а4а УйеШюопет. 
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Вследствие того, `что . 
РЕМИ НМ, 
имеем 
Ер= КЕ, ЕГ= КМ. ЕН = КМ, 
и потому 
СВ:КЕ = СС: КМ = СЕ:КМ = ЮС:ВКА, 


и поэтому точки 
([, Ви^Ю) (М СиЮюЮ) 
лежат на прямых 
ЮВЕ и МОЮ, 


выходящих из одной Точки. 

Теорема Кеплера обращается в более общую, причём уже 
чисто зрительную теорему, если всю конфигурацию спроектиро- 
вать на плоскость, наклонную к плоскости чертежа, так что ОЕ, 
ГМ, НМ, АК оказались бы уже 
не параллельными, но сошлись бы 
в одной точке. 

Два пучка перспективны, если 
их лучи сходятся на прямой РЕ. 
Если их пересечь двумя прямыми, 
проходящими через точку пере- 
сечения РЕ с прямой, соединяю- 
щей вершины, то прямые, сое- 
диняющие точки пересечения со- 
ответственных лучей, пройдут че- 
рез одну точку. 

Эта теорема может быть прелд- 
ложена как задача проективной 


геометрии. 
17. Гомотетия. Различают 
подобие в широком смысле, о Черт. 16. 


котором говорит Евклид, и подо- 
бие в узком смысле, когда подобие соединяется с подобным рас- 
положением, т. е. гомотетией. . 

Два гомотетичных треугольника (или вообще фигуры) такие, 
у которых соответственные вершины лежат на прямых ОАЛ,, 
ОВВ’, ОСС'’, сходящихся в одной точке О, причём отношения 
расстояний 


ОА’ОА, ОВ’:ОВ, 0С’:О0С 


равны. На основании предложения 2 Евклида равны также и от- 
ношения 4’С’: АС, В’С’:ВС, А’В’: АВ, поэтому треугольники АВС 
и 4’В’С’ подобны. Вместе с тем и соответственные их стороны 
АС и А’С’, АВи А’В’, ВС и В’С’ параллельны. 

Нетрудно видеть, что всякий треугольник 4’В’С’, подобный 
АВС, можно привести в гомотетическое расположение с данным. 
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Для этого следует только взять такие „4’, В’. С’, чтобы 
ОА’: ОА = ОВ’: ОВ = 0ОС’:ОС = К, 
гдс А’ — коэффициент подобия, так что 
А’С’: АС = В’С’: ВС = А’В’: АВ =К. 


То, что мы выставляем как вывод из определения гомотетии 
и теоремы о подобии, некоторыми французскими авторами пер- 
вой половины ХПХ в. выставлялось как определение подобия. 


Черт. 17. 


ПоЗобными треугольниками являлись те, которые могли 
быть пзиведены в гомотетично? положение, так же как рав- 
ными являлись те, которые могли быть наложены друг на друга. 

18. Исчисление отрезков. Предложения 9, 10, 11, 12 книги УТ!” 


т 
дают возможность строить выражения х — у а, где т, п — це- 


ар р2 — 
лые числа, х — р ‚ Х —= у , х—У аё. 


Все эти элементарные построения лежат в основе графиче- 
ского исчисления. 

Комбинируя эти евклидовы построения, мы можем строить 
и более сложные выражения, определяемые рациональными опе- 
рациями и операцией извлечения квадратного корня над отрез- 
ками и целыми числами. 

В истории алгебраической геометрии это исчисление отрез- 
ков имело большое значение. Без сомнения смысл характери- 
стик, т. е. букв, употребляемых в буквенной алгебре, менялся. 
До Декарта это — вели:ины в общем смысл?, причём вовсе не 
всегда выражаемые числами. Выражение абв понималось не 
жак число, получаемое умножением числа а на число В (в этом 
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случае употреблялось слово ши рИсаге), а как прямоугольник, 
построенный на а и Ь (что выражалось термином @исеге). 

В аналитической геометрии Декарта?) х, а, 6... это 
не числа, а прямолинейные отрезки (по Евклиду — прямые). 
Они играют у него роль чисел. Между ними р 
и всякого рода геометрическими величинами 
устанавливается взаимнооднозначное соответ- 
ствие, и все операции над геометрическими ве- 
личинами сводятся к 
операциям над отрезка- 
ми. Не соответствовав- 
шие никакому геометри- 
ческому образу выраже- 
ния а6с4а,... 5х4 л5... 
теперь понимаются как 
величины Одного рода, 
как отрезки; таким обра- 
зом, символы, которые 
раньше представлялись 
столь же переносными, 
как УТ, теперь полу- 
чают реальный смысл. , 

Для этого оказывает- Черт. 18. 
ся достаточным истолко- 
вать аб не как площадь, а как отрезок, получаемый следующим 
построением. 

На ОР откладывается ОВ = 8, на ОЧ — отрезки ОА = а, ОС=1 
(черт. 18\; затем точка С соединяется с В и через А проводится 


$ АХ! СВ. Обозначая ОХ=х, 
имеем 
х:а=6:1 , 
сткуда 
х = ав. 


19. Деление отрезка 
по Стевину 1). Стевин упо- 
требляет другой способ де- 


Я 5 ления отрезка на равные 
части. 
На прямой ММ || АВ он 
откладывает равные отрезки 
м2 г И ХХ М ИрарЕ=ЕН = НК = 
Черт. 19. КМ (черт. 19). 


20) Пезсаг(ез$, Оботёе, 1637. Русский пер. с коммент. 
А. П. Юшкевича, 1939. 

21) З{еу]!п, Ргах!з оеот. Ое зесйопе ргорой. С1ау!из, 
стр. 555, Тадиеф стр. 107. 
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Соединив М с началом прямой АВ, а М с её концом, он из 
точки 3 пересечения МА и МВ к точкам ШБ, Е, Н, К проводит 
прямые 5), 5, $5Н,- 5К и в пересечении с АВ получает точки 
Е, а, Г, Г деления равных отрезков. 

20. Деление площадей. Из предложений 1 и 10 книги У1 
вытекает решение задачи о разделении треугольника АВС на 
равные части прямыми, проведёнными через вершину А (черт. 20). 

Для этого следует основание разделить на равные части ВВ. = 
— В.В. = В.Вз =... =В,„—1С и соединить точки деления с А. 

Это, конечно, очень простая проблема. Но за ней последо- 
вали другие, среди которых были очень сложные. 

Чтобы ознакомить с этого рода исследованиями, непосред- 
ственно примыкающими к «Началам» Евклида, я укажу решение 


Черт. 21. 


проблемы о делении треугольника на три части в данных от- 
нош?ниях прямыми, проведёнными из точки В на его стороне; 
при этом дам не исторически первое Магомета Бохадина 22), 
а более позднее решение, принадлежащее Тарталье 23) (черт, 21). 

Для разделения Л АВС на части, пропорциональные т:п:р, 
делим основание ВС на части 


ВК: КТ:1С = т:п:р; 


через / и А проводим /ЁЕ и КН, параллельные прямой АД. Тогда 
ОР и ОН дают требуемое деление. 


22) За\у111и$, Рга@месЧопез едет ш рипор1а Нетещ- 
БисН4!$ Охощае паЪ{ае, 1610. Охощае, 1671, стр.17. Моват- 
ше! Вова4{пь Ог зирегНЧегат @\910отиз а Ег. Сот- 
тапао 1аНМпе уегзае, е4. 1570. См. ЕцсИ 91$ диае зирегзий ех 
гесепз!опе !лау. Отесогу, Охощае, 1703. 

23) Тагтаз!1а, [а дий\а ра{бе 4е! сепега! {гаМНаМо 4е пи- 
тег е пузиге... ш Уепеда, 1500, т. 25. — С1ау{1из, Орега, 
стр. 262. 
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Для того чтобы обосновать это построение, замечаем, что на 
основании (предложение 37 книги 1) Л ГЕРБ = АГРА, А АВЕ = 
— Л АДГ, ^ЛАДН= ЛАРХИА, ЛАКНЬ = КНА, и поэтому по 
аисиоме окниги ГАДРСР = Л АСЬ ПОРАН = ЛАК, Л ОНВ= 
—= М И 


ОСЕ: ОЕАН: РНВ = АСГ: МК: АКВ = СТ/К:КВ =р:п:т. 


Эта задача обобщается на случай, когда О берётся где-либо 
внутри треугольника. 

21. Построение Штейнера 24). Следующая теорема Штей- 
нера имеет очень большое значение в теории геометрических по- 
строений. 

Если две параллельные СВ 
и ЕД пересечь прямыми АБС, 
АРВ, проходящими через точ- 
ку А вне их и пересекающи- 
ми СВ и ЕЛ в (Е, О) и (С,.В), 
и соединить точку С пересече- 
ния ЕВ и СР с А, то прямая 
АС рассечёт СВ и ЕР пополам 
(черт. 22). 

Обратно: если А соединить 
с Р серединой СВ, соединитьЕ 
с В и точку С пересечения ЕВ 
и АР соединить с С, то прямая 
ЕО, соединяющая Е с О — точ- Черт. 22. 
кой пересечения СС и АВ — 
будет параллельна СВ. 

Для доказательства отмечают подобие следующих пар тре- 


угольников: 
АНО АЕН 
(лев), (ясе)’ 
анр @Н 
(ср ) (ЕЕ 
ЕВ:НР == СЕ:БН, 
ЕВ:ЕН = СЕ:НЬ, 


откуда НР? == ЕН? или НО =ЕН. 

Обратная теорема доказывается от противного. 

Если ЕД не параллельно ВС, то можно провести ЕР"|АВ. 
Соединяя /)’ с С, мы должны иметь пересечение 0'С и РВ 
в ('; но в случае ЕР”|СВ на основании прямой теоремы С’ 


которые дают 


24) [Мтейнер, Геометрические построения, выполняемые 
с помощью прямой линии и неподвижного круга, Учпедгиз, 
1939. — Адлер, Геометрические построения, Одесса. 


430 КОММЕНТАРИИ 


должно попасть в точку ‘пересечения АРс ЕВ, что не имеет 
места. 

Штейнеровская конфигурация входит как составная часть в 
конфигурацию Аполлония в его решении второй задачи «Зес#о 
га{01{5>. 

Даны две параллельные -прямые ДЕи АВ, пересечённые 
третьей РС, и точка Н (черт. 23). Провести через эту точку 
прямую, отсекающую на ДЁ и АВ отрезки в данном отношении. 


ё 
Черт. 23. 


Мы проводим решение без доказательств. 

Откладываются от Ри С в обе стороны отрезки РМ№М= Рп 
и СМ —=Ст, находящиеся в данном отношении. Проводятся пря- 
мые /Мя и №, пт и ММ; точки пересечения © или С, которые, 
согласно построению Штейнера, находятся на РС, соединяются 
с Н. Прямая Н= или НЦ отсекает искомые отрезки Е/ и СК 
или РЁ и СО. 

22. Удвоение куба 5). За задачей об определении одной 
средней пропорциональной естественно должна была последовать 
задача о построении двух среднепропорциональных; в алгебра- 
ической символике задача об определении х, у из непрерывной 
пропорини 

а: Х = х:у = у:Ь. 


К этой задаче сводилась знаменитая классическая проблема 
об удвоении куба (Делийская проблема), состоящая в постре- 
ении с помощью циркуля и линейки стороны куба с удвоенным 
объёмом данного куба. 


25) Те! хе]1га, ТгаНё Аез соигрез, зрёЧа!ез р!апез её гаи- 
свез. — Ч {п о-[. ог{а, ЗрейдеЙе а!серга!зсВе ип@ {тапзсепдеще 
Кигуеп, [.е1р245, 1902. —Ке! тег, Нзюойа ргоетаНз 4е 4ирН- 
саНопе сиб! ес. Об\трае, 1798. — Но тапп, Паз Ое|зспе 
Ргоо!ет, Ма. Рвуз. ВФНовек, т. 68, Герб, 1920. 
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Наиболее ценным открытием в глазах античных математи- 
ков являлось сведение Гиппократом Хиосским проблемы удвое- 
ния куба к построению двух средних пропэрциональных. 

В действительности Гиппократ ни на шаг не продвинулся 
вперёд, так как проблема эта так же неразрешима с помощью 
циркуля и линейки, как и задача об удвоении куба. 

Что касается предполагаемого решения Платона, то можно 
сказать, что он решил не поставленную проблему, а другую, 
он нашёл две среднепропорциональные с помощью особого при- 
бора, а вовсе не с помощью только циркуля и линейки. 

Тщетным попыткам решения задачи об удвоении куба мы 
обязаны получ.нием алгебраических кривых высших порядков, 
часть которых была известной и древним. 

Сведение задачи об удвоении куба к задаче о проведении 

через данную точку прямой, на которой данным углом отсе- 
кается отрезок данной длины, должно 
было тоже казаться шагом вперёд в и 
большей мере, чем открытия Платона 
и Гиппократа, ибо задача эта на первый Г, 
взгляд представляется менее сложной, Е, / 
чем удвоение, и при этом невольно рас- 
полагает к вере в её разрешимость, так р А Я 
как аналогичная задача в случае парал- 
лельных прямых легко разрешается. Черт. 24. 
Задача эта приводит к конхоиде Нико- . 
м`да как к геометрическому месту концов отрезков данной 
длины, откладываемых на лучах пучка от точек пересечения с 
данной прямой. 

Другой путь вёл к циссоиде Диоклеса. Проведём из центра 
С полуокружности АВО радиуса СР =6 перпендикуляр СВ к 
диаметру АД, отложим СЁ==а (черт. 24) и соединим Ё с А 
прямой АЕ. Если провести ГСН так, что ез отрезок СО от 
точки С пересечения `с АЁ до точки О пересечения с ВС ока- 
жется равным ОН от О до точки Н пересечения с окружностью, 
то СО будет одной из среднепропорциональных. Точка О стро- 
ится с помощью кривой, называемой циссоидой Диоклеса. 

23. Параллелограммы с общим углом. Если обозначить 
сторбны одного из равноугольных параллелограммов через (а, а), 
а другого через (6, В) 

а:В = :а, | 
то можио также написать 
аа, — В, П 


что в евклидовской терминологии следует выразить так: прямо- 
угольник, построенный между а и а, равен прямоугольнику, по- 
строенному между Ви в 

В настоящее время равенство 1! или П можно рассматривать 
как непосредственное следствие тригонометрической формулы 
для площадей параллелограммов 
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первого: 

Эа = @а зп $, 
второго: 

Эр — В $11 ф, 
причём $ = $. 

Мы приведём другое более изящное доказательство из 
Пфлейдерера (черт. 25). 

Пусть треугольники АВС, АДЕ равновелики, но тогда по 
аксиоме 3 книги Т равновелики также СЕВ и СЕР и поэтому 
(по предложению 39 книги Г) 
ВР и ЕС параллельны и 
СА: АР =БА: АВ. 

Обратно, если СА: Ар= 
—=БА:АВ, то ВР и ЕС 
параллельны и поэтому 
(предложение 37 книги 1) 
А СЕВ = А СЕЙ (по акси- 
оме 2 книги 0, Л АВС = 

й =^М АЛЕ. о 
24. Инверсия. Опреде- 
Черт. 25. ление обратно пропорцио- 
нальных величин исполь- 
зуется только в этом предложении. 

Величины а., 4. являются (прямо) пропорциональными 61, В., 

если 


а1:а› = В. :6.. 
и обратно пропорциональными, если 


41:42 = 6:61, 
‘что даёт 
2161 =— аЪ.. 


Можно сказать, что обратно пропорциональны 2е величины, 
произведения которых равны. 

Пример обратной пропорциональности даёт предложение 35 
книги 11. Можно формулировать, как это делает Клавий, это 
предложение так: отрезки хорд обратно пропорциональны. 

Если пропорциональность связана с параллельными прямыми, 
то обратная пропорциональность связана с антипараллельными 
прямыми. Для параллельных прямых АС и ВО (черт. 26) 
Д/ ОАС= / ОВО и ОА:ОС =оОВ:ОБ. 

Для антипараллельных (черт. 27) / ОАС= ДОРВ и из 
подобия Л ОАС и Л ОВО имеем: 


ОА:ОС = ОР:ОВ, 
ОА.ОВ = оОС.Ор. 
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Мы говорим, что в первом случае треугольник ОВО полу- 
чается из АСО подобным преобразованием, во втором же слу- 
чае инверсией. 


0 


Черт. 26. ` Черт. 27. 


25. Величины линейные, плоские и телесные. Теорема, 
что произведение крайних равно произведению средних, вхо- 
дящая в современную арифметическую или алгебраическую тео- 
рию пропорций, у Евклида оказывается в книге УГ и причём 
очень далеко от начала (предложение 16) и в УП (предложе- 
ние 19). 

Доказывается она тоько для отрезков и целых чисел, при- 
чём для случая отрезков формулируется таким образом. 

«Если четыре прямые линии пропорциональны, то прямо- 
угольник, построенный на крайних прямых, равен прямоуголь- 
нику, построенному на средних, и обратно. ..> Буквенная алгебра 
даёт возможность выразить символически эту теорему: 


Если а:6 —=с:а, то аа = 6бс. | 


Под буквой, вне сомнения, разумелось раньше (даже в ХУ Ш в.) 
не то, что мы теп?рь разумеем, не числа, а величины (табпйи- 
40 ш сепеге) объемлющие, как непрерывные, так и дискретные. 

Что это так, это можно усмотреть уже из самих определе- 
ний алгебры, например: 

Рейхер (1703). «Чистая математика делится на общую (ип1- 
уегза!15), называемую алгеброй, исследующую абстрактное коли- 
чество . (диап аз абз1гас{а), и частную — геометрию, исследую- 
щую непрерывную величину, и арифметику, исследующую 
множество или число>. 


\:28 Евклид 
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Через 60 лет Лакайль (1762) 26) пишет: 

«Алгебра это, так сказать, общая арифметика или наука 
вообще о величинах, как арифметика наука о числах>. 

При этом Лакайль отмечает, что диагиЙаз уе] тшаспйиао мо- 
жет охыть дискретна (е рагЫБиз $ерага{$) и такие величины ис- 
следует арифметика». 

Из ‹агз шуешеп?» (искусства открытия), находящего своё 
обоснование только в геометрии, алгебра совсем не скоро об- 
ратилась в систему общего учения о величинах. 

Она содержит правила формальных операций и вытекаю- 
шие из этих правил следствия, но смысл их совершенно раз- 
лично истолковывается для геометрических величин, и для 
чисел. 

Для геометрических величин в равенстве [ и а4 и Вс истол- 
ковывались как площади прямоугольников, построенных на 
(а, а) и (В, с). 

Если а, 6, с, 4 — прямолинейные отрезки или, как выража- 
лись, линейные величины, то а6, са плоские, афс телесные. 

Но что касается афсЯ, то это величина воображаемая, 


мнимая, то же по существу, что и У — 1. Таким образом, одна 
и та же формальная алгебраическая операция могла привести и 
к реальному, и к мнимому результату, смотря по тому, произ- 
водилась ли она над числами или геометрическими величинами, 
например, отрезками. 


Если а=2, 3 ‚ ТО 42, @3, 94, @5... 


5. 
‚7... 


имеют конкретный смысл. Но если а — отрезок, то а? — площадь 


квадрата, 43 — объём куба, а 24 — так же нереальна, как 7 — 1. 

Это — коссическая величина. «Существует, — говорит Херигон *"), 

— только три рода величин вещественных (гее!ез): линия, поверх- 

ность, тело; мнимых (1таста!ез) — бесконечное множество: квад- 
ратоквадрат, кубокуб и т. д.>. 

26. После этого в некоторых манускриптах идёт следующий, 

текст, вынесенный Гейбергом в приложение: 

«Иначе. Вот покажем и по другому проще соответствие 
треугольников (черт. 28). 

Действительно, положим снова многоугольники АВСРЕ, 

ГНОСКЕ и соединим ВЕ, ЕС, НЕ, ГЦ. Я утверждаю, что 

как треугольник АВЕ к ГНЁ, таки ЕВС к ЕНО и СРЕ 

к САЁ. Действительно, поскольку подобен треугольник 

АВЕ треугольнику /НЕ, то, значит, треугольник АВЕ имеет 

к НЁО двойное отношение ВЕ к НЁ. Вследствие того 


26) Де |а Са!11е, Тесфопез еетещат$ та{ет., Раг5$й$, 
1762. 
2) Нег! сопиз, Сигзи$ та тетайсиз, Рай$Из, 1634. 
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же вот и треугольник ВЕС имеет к треугольнику НЕС 
двойное отношение ВЕ к НЕ. Значит, будет, что как тре- 
угольник АВЕ к треугольнику /НГЁ, так и ВЕС к НЕО- 
Далее, поскольку подобен треугольник ЕВС трзугольнику 
НО, то, значит, ЕВС имеет к [НС двойное отношение 
прямой СЕ к СЕ. Вот вследствие того же и треугольник 
ЕСР имеет к треугольнику [СК’ двойное отношениз СЕ 


/ 
р. 
и / 
6 7 6 у 


Черт. 28. 


к С[. Значит, будет, что как треугольник ВЕС к ЁНО, 
так и СЕР к ГСК. Доказано же, что и как ЕВС к ЕНОД, 
так и АВЕ к ГЕ. И, значит, как АВЕ к ГНЛЕ, так и ВЕС 
к НЁС и ЕСО к ГСК, что и требовалось доказать». 

27. В некоторых списках «Начал» после этого идёт следую- 
щий гекст, ‚который Гейбергом помещен в приложении как 
неподлинный. 

«Иначе. Действительно, пусть АВ снова будет рассе- 
чённая пополам в С <прямая> и АГ — приложенная ‹фи- 


гура>, имеющая недостатком фигуру СВ; приложим снова 
к АВ параллелограмм АЕ имеющий недостатком ЕВ, по- 
добную и подобно расположенную с <построенной» на по- 


28* 


436 КОММЕНТАРИИ 


ловине <«фигурой> [В. Я утверждаю, что приложенная к 
половине «фигура» АЁ больше АЕ (черт. 29). 
Действительно, поскольку ЕВ подобна ГВ, они будут 
на том же диаметре. Пусть их диаметр будет ЕВ. Пост- 
роим чертеж. И поскольку 2/ равна /С, поскольку и ([Н 
равна НС, то, значит, [/ больше АЕ. Значит, и ОГ боль- 
ше ЕАК. [Прибавим] общую АД. Значит, и вся АЁ больше 
всей АБ, что и требовалось доказать»>. 
| 28. Максимум и минимум. Разобранное предложение можно 
формулировать так: из всех параллелограммов, которые можно 
вписать в данный треугольник, наибольший тот, основание 
которого равно половине основания треугольника. 
Результат предложения 27 можно вывести из предложения 
5 книги П, выраженного тождеством 


==) 
а 5 =— 5 . 
Выразим задачу Евклида в 
современных алгебраических и 
тригонометрических символах. 
Означая через а, В, с сто- 
роны СВ, СА и АВ, через 
х — основание вписанного па- 
‚ раллелограмма, через А — дру- 
гую его сторону, а через Я — 
его высоту, будем иметь 
(черт. 30) 


е:В — (а ав ах) 


й — Е зп С, 


= ах С, 
а 


Ь 
$ (площадь параллелограмма) = Ях = т а С.х (а — >). 


Задача Евклида сводится к определению максимума функ- 
ции 


х (а —х), 


т. е. той функции, к которой впервые Фермат 28) применил ме- 
1тод неделимых. Максимум им характеризуется условием равен- 


= -— 


23) Еегша\ф Оецугез, е4. Таппегу, Ре тахйип! е шиции$. 
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ства отвечающего ему значения функции смежному значению, 
так 


(х-- 1) (@а—х—=х(а—^, 
ИЛИ 


й (а — х) — хх = 0, 


откуда, сокращая на Я, 
а— 2х + й—=0. 


Но так как бесконечно малое й исчезает перед конечным, 
то а— 2х —0и 


Современные элементарные методы разыскания наибольших 
и наименьших величин сводят эти задачи к простейшей — к разы- 
сканию такого деления & на части й. 
хи (а—^), чтобы произведение 
этих частей было наибольшее, 

То, что этому требованию 
удовлетворяет деление пополам, 


а 
те х==-,, усматривается из 


12) д С 

следующего весьма простого гео- 
метрического соображения. Черт. 31. 

Если из какой-либо точки А 
окружности опустим перпендикуляр АД на диаметр ВС, то АР, 
как полухорда, будет меньше полудиаметра ОЛ (черт. 31). 

Но АР- представляет произведение х =ВД и у=рС, при- 
чём х-{- у=а (диаметру ВС). 


р а . В 
Таким образом, х = ОВ = 5 даёт действительно то значе- 


ние, при котором при условии х + у==а произведение ху имеет 
наибольшее значение. 

Папп другим путём приходит к тому же результату. 

Теоремы о наибольших и наименьших величинах находим в 
«Конических сечениях» Аполлония. В книге У он доказывает, 
что наименьшее расстояние точки от конического сечения опре- 
деляется по нормали. 

Папп же обращает особое внимание на этого рода проблемы. 
В особенности выдвигаются им изопериметрические проблемы: 
из изопериметрических многоугольников с данным числом сто- 
рон наибольший правильный из правильных тот, который имеет 
наибольшее число сторон. Зенодор, согласно упоминанию у Паппа, 
знал, что при данном перимэетре наибольшую площадь имеет 
многоугольник с наибольшим числом сторон. Папп ещё указы- 
вает, что при равных дугах из сегментов наибольшую площадь 
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будет иметь сегмент окружности. Точно так же из всех тел, 
имеющих одинаковый объём, наибольшая поверхность будет у 
шара 23). 

29. Из истории квадратного уравнения. Евклид нигде не 
пользуется общей формулой решения квадратного уравнения 
даже в геометрической форме, когда приходится решать задачи, 
которые сводятся к квадратным уравнениям специальных типов. 

Но в Началах имеется предложение 28, из которого может 
быть выведена основная формула для квадратного уравнения и 
которая в истории этого последнего сыграла важную роль, так 
как по образцу решения этого предложения-задачи строился и 
геометричсский вывод общей формулы решения квадратного урав- 
пения даже во время Виеты. 

Задача: данную прямую линию разделить на такие две 
части, чтобы из двух параллелограммов одинаковой высоты, 
пэстроенных на них, один был равен данному многоугольнику, 
а его недостаток подобен данному параллелограмму, сводится 
Евклидом к построению параллелограмма, имеющего данную 
площадь и подобного своему недостатку; эта задача разреши- 
ма с помощью циркуля и линейки; частным случаем её являет- 
ся погтроение квадрата, равновеликого данному прямоуголь- 
нику. 

Последняя задача и является той геометрической задачей, 
которая при алгебраизации проблемы обращается в извлечение 
квадратнэго корня. У персидского математика Омара Хайяма 3°) 
евклидова проблема берётся в простейшей форме: построить на 
прямой два прямэугольника, из котэрых один В$МГ — квао- 
рат, а другой АРМ$ равнэв?лик данному квадрату 65°. 

Решение состоит в следующем (черт. 32): 

1) данная прямая АВ делится пополам на части БА, ЕВ, 

2) на ЕА и ЕВ строятся квадраты АРНОЯ и ЕСКВ, 

3) на НО, как на дилметрз, строится окружность, 

4) из Н радиусом, равным 8, засекается ^, 

5) из С, как из центра, проводится окружность радиуса РС 
до пересечения с СА в М, 

6) Из М№ проводится перпендикуляр к АВ; пус1ь его осно- 
вание будет 5, 

7) @ соединяется прямой с В; пусть М точка пересечения 
ее с №, 

8) из М проводится МАНЫТО. 


3) Рарр: А | ехапаг! пр Соес4опез, ед. НиН$зсь, т. 1, 
стр. 394. 

30) Д. Мордухай-Болтовской, Первые шаги буквен- 
ной алгебры, Известия С. К. Г. У., 1928, —Зе4:!11о%, Манаих 
роиг зегуг а ГЫ$юне 4ез зепсез та б6таЧаиез сНер 1ез 
отес$ еф 1ез оцептаих, т. 1, 1847, стр. 367. — УоерКе, [.’А1её ге 
Ч’Отаг А!ШВауатЕ, Лоигпа! {аг Машетачк (Стейе), 1851. 
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Если положить $В = х, то для х получается уравнение 
х (а —х) = 06° и, таким образом, получается построение корня 
квадратного уравнения 


х? — ах 9—0. 


Из совершенно элементарных соображений легко убеждаемся, 
что построение Омара даёт: 


| 1 2 
А$ — — —- и --- ) — р? 
в=ъа+у (52 
ДЛЯ ОДНОЙ стороны прямоугольника, и 


| 2 
Вх, =а— и (5 ") —# 
для другой. 
В таком выводе корни уравнения строятся и построением 
доказывается правильность общей формулы. 


Я 7 о 8 
Черт. 32. 


У Евклида построение играет второстепенную роль: им 
только доказывается существование. На первом месте у него 
всегда стоит убеждение в определённых истинах. 

То, что с арабской и с нашей точки зрения является опре- 
делением корня уравнения, с евклидовой — скорее установкой 
равенств. Преобразование частных типов квадратных уравне- 
ний им доводится только до формы: 


(#+5) = + 


< помощью тождеств книги | Начал. 


440 КОММЕНТАРИИ 


Совершенно не соприкасаясь с упомянутым выше предло- 
жением 28 книги У Начал, идут решения арабских математиков. 

Упомянем вывод Аль Хваризми 31), который строит квадрат 
внутри квадрата (с общим центром и параллельными сторонами) 
(черт. 33), где 


АРЕВ =, АР СКН-Ер и КЕ=х, КЕММ= 


Затем, полагая площадь фигуры РАРЮМОНМ$ЗО7Е равной 4 и 
замечая, что 


(КЕММ) -- (И ЕЕ 8) =4, 


ОН ВЫВОДИТ 


(-р’-(р"+ 


Приводимые нами выводы вы- 
являют в качестве основной опе- 
рации определение стороны квад- 
рата, равновеликого прямоуголь- 
нику; соответственно этому основ- 
Черт. 33. ной арифметической операцией 

" становится Извлечение квадрат- 
н9гэ корня. 

30. Эллипс, гипербола и парабола. Если вместо паралле- 
лограмма взять прямоугольник, а вместо многоугольника квад- 
рат, то предложения 28, 29 дадут графическое решение квад- 
ратного уравнения 


МА 


ах == = в, 1 В 


так как ах выражает пло- 
щадь прямоугольника АСРЕ 
берт. 34), а х? квадрата 
СВЕР, а 62 площадь задан- 
ного квадрата. Мы можем 
написать уравнение | ввиде: 0 73 Е 


ах -- сл? — 67, П Черт. 34. 


включая ещё случай с —=0, который отвечает построению пря- 
моугольника на данном основании, равного данному квадрату. 

В случае с =0 мы получаем приравнивание прямоугольника 
данному квадрату (парово’1), в случае с > 0 недэстаток пло- 
щади квадрата до площади прямоугольника (лек), в случае 
с < 0, наоборот, избыток (6пёрвол1). 


———--Щщ-ы 


$1) См. прим. 30. 
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Чтобы объяснить происхождение слов параболы, эллипса 
н гиперболы, заменяем в уравнении И 6 на у. 
Мы получаем 
ах - сх? = у?, 


представляющее уравнение конического сечения, и случаи с = 0, 
се > 0, с< 0 будут отвечать уравнению параболы, эллипса и Ги- 
перболы. 
Конечно, древние не имели наших понятий о координатах 
и функции, но можно сказать, что в основных геометрических 
свойствах, с помощью которых определялись эти типы кониче- 
ских сечений, скрытым образом заключались их уравнения. 
31. Другое доказательство предложения 36. В приложении 
у Гейберга помещено ещё следующее доказательство предложе- 
ния 30, считаемое им неподлинным. 
«Иначе. Пусть данная прямая будет АВ. Вот требуется 
рассечь АВ в крайнем и среднем отношении (черт. 35). 


р С 7: 


Черт. 35. 


Рассечём АВ в С так, чтобы «прямоугольник» межлу: 
АВ, ВС был равен квадрату на СА. Поскольку теперь 
«прямоугольник» между АВ, ВС равен <квадрату> на СА, 
то, значит, будет, что как ВАк АС, так и АС к СВ. 
Значит, АВ рассечена в крайнем и среднем отношении в С, 

что и требовалось сделать». 
32. Уравнения 2-й степени в античной математике. Прелд- 
ложение 30 книги У| решает ло существу ту же задачу, что. 


предяожение 11 книги П, в котором требуется разделить а на. 
такие части хи (а — Хх), что 


а (а— Хх) = ^®. 
Предложение 30 берёт пропорцию 
а:х = ха — Хх). 


Предложение 17 книги УГ даёт все средства доказать экви- 
валентность этих двух проблем. 

Античная математика не даёт общей тгории решения квад- 
ратных уравнений. Даже у Диофанта 32) мы имеем исследование 
только частных типов, хотя некоторые думают, что книга, со- 
державшая такую теорию, утрачена. Но античная мысль идёт 
очень далеко в направлении тех геометрических проблем, которые 
приводятся к уравнениям 2-Й степени. 


32) П1орНап{{ А]|ехапаг! п{, ШОН зех аисоге Сазраге: 
Васпефо Мегенас, |4е{ае, 1621. П!орвап+! А1ех., АнШшмтеч- 
спе АшШоареп уоп ОЦо $сПи]2, Вет, 1822. 
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Я отмечу знаменитые проблемы Аполлония. 
Даны две пересекающиеся между собой прямые ОХ и ОУ, 
и через некоторую точку А предлагается провести прямую так, 

1) (Проблема сечения в ‹отношении»), чтобы отсекаемые ею 

на этих прямых отрезки были в данном отношении, 

у 2) (проблема сечения в площади), 
чтобы прямоугольник, построенный 
на отсечённых отрезках, был равен 
данному квадрату. 

Если обозначим координаты за- 

у данной точки А через ОР =в и 

7: у. ОР= с, аотрезки МО = хи МЕ= у, 
причём ОД.ОГ —= а?, то первая за- 
дача приведётся к системе уравнений: 


$ отт 

0 р м ” су п 
Черт. 36. и .. 

Ху — а-, 


последнее уравнение легко получается из подобия треугольников 
ДАМ и М№РА. 
Вторая задача приводится к системе: 


ху=а? хе у =”. 


‘Обе эти системы сводятся к квадратным уравнениям. 

Третья задача Аполлония есть так называемая «проблема 
определённого сечения» (зесНо Чеегицпа“а). 

Даны четыре точки А, В, С, [> на прямой; требуегся опреде- 
лить пятую Х так, чтобы отношение площади прямоугольника, 
построенного на ХА и ХВ, к площади прямоугольника на ХС 


т 
и ХО равнялось бы >. 


Задача сводится к опрелелению х из пропорции 


(х — а) (х—5) _ т 
(х— 6 (х—а) т 
или к решению квадрагного уравнения 


п (х — а) (х— В) =т(х— 6 (х— 4). 


33. Другое доказательство предложения 31. У Гейберга 
помещено в приложении и другое доказательство предложения 
31, считаемое им неподлинным (чертёж тот же, что и для предло- 
жжения 31). 


К КНИГЕ У 443 


«Иначе. Поскольку подобные фигуры находятся в двой- 
ном отношении соответственных сторон, то, значит, фигура 
на ВС к фигуре на ВА имеет двойное отношение СВ к ВА. 
Также и квадрат на ВС имеет к квадрату на ВА двойное 
отношение СВ к ВА. И, значит, как фигура на СВ к фи- 
гуре на ВА, так и квадрат на СВ к квадрату на АВ. Вот 
вследствие того же и как фагура на ВС к фигуре на СА, 
так и квадрат на ВС к квадрату на СА. Так что и как фи- 
гура на ВС к фигурам на ВА, АС, так и квадрат на ВС 
к квадратам на ВА, АС. Квадраг же на ВС равен квадра- 
там на ВА, АС. Значит, и фигура на ВС равна фигурам 
на ВА, АС подобным и подобно построенным [что и требо- 
валось доказать}. 

34. Обобщённая теорема Пифагора. Прелложение 47 книги | 
говорит о том, что квадрат, построенный на гипотенузе, равен 
сумме квадратов, построенных на катетах. Предложение 31 книги 
\У| утверждает то же о любых подобных фигурах, построенных 
на гипотенузе с и катетах а и 6. 

Мы в настоящее время эту теорему доказываем, используя 
теоргму Пифагора. Если За, 5, Эс — площади подобных фигур, 
построенных на катетах а, 6 и гипотенузе с, то 


За:3ь = а2:03, — Зо:56 == 62:0, 
(За -= Зв): эь == (2? -- 52):6?, 
откуда 
(За - 3»): Зе == (а? - 62): 6? == 62:62, 
так как по теореме Пифагора 
@2 -- р? — 62, 


За--эь —=5.. 


Евклид сам не даёт такого доказательства; соответствующий 
текст Гейберг считает неподлинным. 

В модернизированной форме доказательство Евклида ведётся 
так: если 4 и е— отрезки гипотенузы, отсекаемые высотой, то 
с:а=а:а -+ а? = са. 

Если Си А подобные фигуры на с и а, то 


С:А-— с?:а>. 


и, значит, 


Но поскольку 
а? = са, 
С: А — 62:4 ==с:а. 
Таким же образом 
С:В —=с:е, 


С: (А-В) —-с: (е а) =с:с 


откуда 


И 
С =АЧВ. 
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Интересно то, что при доказательстве этом не используется 
теор’ма Пифагора. 

Клавий в комментарии к предложению 25 книги УП ставит 
задачу. 

Дана прямолинейная фигура С; построить две подобные с сум- 


. . . т 
мой, равной С, и имеющие между собой даннсе отношение =. 


Решение на основании предложения 3 книги У сводится к по- 
строению прямоугольного треугольника с данным отношением 
катетов. 

Распространение этой теоремы на полуокружности ведёт к так 
назыв емым луночкам Гиппократа, игравшим большую роль 
в попытках построения квадратуры круга. Если в полуокружность 
впишем равнобедренный прямоугольный треугольник и на его кате- 
тах построим две полуокружности, то, применяя обобщённую 
теорему Пифагора, нетрудно доказать, что сумма площадей лу- 
ночек, заключенных между дугами полуокружностей, построен- 
ных на катетах, и полуокружностью, построенной на гипотену- 
зе — диаметре, равна площади построенного прямоугольного тре- 
угольника. 

Нетрудно видеть, что та же самая теорема будет справедлива 
и для любого прямоугольного треугольника, вписанного в полу- 
окружность. 

35. Лва рода равенств и подобия. Формулировка предло- 
жения 32 не может быть пазвана вполне точной. На черт. 37 мы 

р. р. имеем треугольники АВС и 
ЕС с соответственно па- 
раллельными сторонами АВ, 
АСи СО, РЕ и с общей 
вершиной С, но стороны РС 

р и ВС уже не образуют од- 
ной прямой. 
Очевидно, здесь необхо- 
димо ещё одно условие. 
Можно сказать, что 
|.) С Е основания должны быть в 
Черт. 37. ту же сторону от парал- 
лельных сторон. 

Но это добавочное условие можно выразить в лучшей форме, 
которая выявляет идеи, не выясненные самим Евклидом. 

Обращаясь к предложению 4 книги 1 Начал, мы должны от- 
метить два случая равенства треугольников: 

1) когда треугольники АВС и А,В!С, налагаются один на 
другой передвижением по плоскости; 

2) когда передвижение по плоскости приводит 4’В’С’ только 
в положение А’В”С’ и необходим ещё поворот вне плоскости 
около 4’С’, чтобы совместить треугольники (черт. 38). 

Можно назвать первый случай собственной конгруэнцией, а 
второй симметричной конгруэнцией. 
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Конечно, то же относится к подобию. 

Мы указали, что подобные фигуры сводятся к гомотетичным. 
Но гомотетия может быть прямая и обратная (черт. 17). Соот- 
ветственно этому и подобие может быть двух родов: собствен- 
ное подобие и симметричное подобие. В предложении 32 книги 
УТ Начал постулируется собственное полобне. 


7. 6 5’ 


ъь 
с <> 
% 
© 
С 
. 


и Черт. 38. 
8 


36. Другое доказательство предложения 33. В приложенин 
к изданию Гейберга дано окончание доказательства предложения 
33, принадлежащее Теону. 

«Я утверждаю, что и как обвод ВС к обводу РГ, так и сек- 
тор НВС к сектору СЕГ. 

Действительно, соединим ВС, СК. И взявши на обводах ВС, 
СК точки Х, О, соединим также ВХ, ХС, СО, ОК. 

-И поскольку две ВН, НС равны двум СН, НК и содержат 
равные углы, и основание ВС равно СК, то, значит, и треуголь- 
ник НВС [будет| равен треугольнику НСА. И поскольку обвод 
ВС равен обводу СК, то и остающийся до целого круга обвод 
будет равен остающемуся до целого круга обводу, так что и угол 
ВХС равен СОК; знёчит, сегмент ВХС будет подобен сегменту 
СОК. И они на равных прямых ВС, СК. Находящиеся же на 
равных прямых подобные сегменты кругов равны друг другу; 
значит, сегмент ВХС равен сегменту СОК. Также и треугольник 
НВС равен треугольнику НСК и, значит, весь сектор ВНС равен 
всему сектору НСКЛ. Вот вследствие того же и сектор НАЁ ра- 
вен каждому из НВС, НСК. Значит, три сектора НВС, НСК, 
НКЕ равны друг другу. Вот вследствие того же и секторы СЕГ, 
СМ, СММ равны друг другу. Значит, сколько раз обвод ЁВ 
кратен обводу ВС, столько же раз и сектор РВ кратен сектору 
НВС. Вот вследствие того же и сколько раз обвод М№Е кратен 
обводу Е/, столько же раз и сектор СЕМ кратен сектору СЕИ. 
Значит, если обвод В/ равен обводу ЕМ, то и сектор ВНЕ равен 
сектору ЕОМ, и если обвод В больше обвода ЕМ, то и сектор 


446 КОММЕНТАРИИ 


ВНЕ больше сектора СЕМ, и если меньше, то меньше. Вот для 
четырёх имеющихся величин — двух обводов ВС, ЕГи двух сек- 
торов НВС, ЕСТ — взяты равнократные обвода ВС и сектора 
НВС, именно, обвод В[ и сектор НВЕ.,. обвода же Е] и сектора 
СЕТ равнократные обвод ЕМ и сектор СЕМ; и показано, что если 
обвод ВЁ больше обвода ЕМ, то и сектор ВНЕ больше сектора 
ЕСМ, и если равны, то равны, и если меньше, то меньше. Значит, 
будет, что как обвод ВС к ЕЁ так и сектор НВС к сектору @ ЕП. 


Следствие 


И ясно, что и как сектор к сектору, так и угол к углу». 

37. Пропорциональность дуг и центральных углов. Об 
этом предложении следует сказать совершенно то же, что о пред- 
ложении 1 книги УГ: во-первых, его следует представить в 00- 
ле развёрнутом виде. Оно основывается на определении 5 
книги У пропорции или равенства отношений 


А:В =С:0, 


в котором утверждается, что для всяких целых чисел т, п, для 
которых 
тВ =пА < (т 1 В, 


тр = пс < (т-+- ПБ. 


Здесь А и В это дуги ВС и ЕМ, а С и О углы ВНЕ и ЕСМ, 
тВ и ПА дуги ВГ и ЕМ, то и пС углы ВНЕ и ЕОМ. 

При этом, конечно, все рассуждения основываются на неяв- 
ном применении архимедовой аксиомы. Отказываясь от евкли- 
дова определения равенств отношений, приходится пользоваться 
или арифметизированным методом исчерпывания (как это де- 
лается в учебниках Лежандрова типа) или же пользоваться неявно 
понятием предела, как это делается в современных учебниках. 

Вторая половина предложения относится к секторам. Для 
доказательства равновеликости (по Евклиду равенства) элемен- 
тарных секторов, играющих роль С и /) в приведённой выше 
общей схеме, Теону приходится доказывать равенство сперва 
треугольников, затем сегментов, из которых состоят секторы. 

Мы в настоящее время доказываем это наложением, как пред- 
ложение 4 книги [. 


также 
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